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Introduction
Durant les anne´es re´centes, les transports ferroviaires et routiers, aussi bien pour les voyageurs
que pour les marchandises, se sont beaucoup de´veloppe´s avec comme conse´quence un trafic qui
devient beaucoup plus rapide et plus sur. Beaucoup de recherches ont e´te´ re´alise´es afin d’ame´liorer
la vitesse des trains avec des voies qui sont dimensionne´es pour pouvoir supporter des vitesses de
ve´hicules qui sont de plus en plus e´leve´es, surtout dans les pays de´veloppe´s : le TGV en France,
le Shinkansen au Japon, l’ICE en Allemand, l’X2000 en Sue`de, le Pendolino en Italie, le Thalys
et l’EuroStar, etc. En France, le re´seau de TGV de la SNCF permet des trains qui peuvent aller
jusqu’a` la vitesse de 300 km/h en re´gime commercial et de 500 km/h en essai.
Cependant, plus la vitesse des ve´hicules est e´leve´e, plus le mouvement dynamique du rail et
de l’infrastructure est important. La meˆme observation peut eˆtre faite pour les voies routie`res.
Les e´tudes the´oriques et expe´rimentales montrent que la vibration induite par le trafic routier ou
ferroviaire provoque des effets conside´rables sur le ve´hicule lui-meˆme, sur la voie et l’infrastructure,
et aussi, sur l’environnement dans la zone proche. La dynamique de structures soumises au mou-
vement des ve´hicules peuvent engendrer diffe´rents types de proble`mes : le proble`me d’interaction
dynamique ve´hicule-structure, le proble`me dynamique des voies et de l’infrastructure en interac-
tion avec le sol, le proble`me de propagation d’ondes duˆ au passage des ve´hicules et ses influences
sur les baˆtiments, etc.
La motivation initiale de cette e´tude est de comprendre les phe´nome`nes physiques de vibration
apparaissant dans les voies en fonction de la vitesse des ve´hicules. Les mesures in situ montrent
que, lorsque le ve´hicule circule avec une vitesse assez e´leve´e, surtout sur les zones ou` le sol est
souple, des dommages importants peuvent eˆtre engendre´s dans la voie. La de´formation de meˆme
que le tassement de la voie sont beaucoup plus importants en tenant compte de l’effet dynamique.
Plus gravement pour les voies ferre´es, sous certaines vitesses de passage des trains, les ondes se
propageant dans la couche de ballast peuvent conduire a` la ruine comple`te de la voie. E´videmment,
dans ces cas, le comportement des structures ne reste plus dans la zone line´aire mais doit eˆtre non-
line´aire. Ces non-line´arite´s, re´ciproquement, influencent le me´canisme de propagation d’ondes dans
la structure et ne peuvent pas eˆtre ne´glige´es. Ceci est le deuxie`me e´le´ment qui motive cette e´tude.
Dans le cadre de cette the`se, le proble`me se rame`ne a` conside´rer le comportement dynamique
non-line´aire d’une structure de forme infinie dans une certaine direction soumise a` des charges mo-
biles se de´plac¸ant a` une vitesse constante (ce qui peut repre´senter des voies routie`res ou ferroviaires
soumises a` des passages de ve´hicules)
Cette the`se est constitue´e de 3 parties :
La premie`re partie se divise en deux chapitres et commence par une synthe`se bibliographique
dans le chapitre 1. On va pre´senter une description succincte de la structure des voies ferroviaires
et des voies routie`res : leurs constituants et les aspects de mode´lisation. Ensuite, on va re´sumer
les me´thodes existantes et les phe´nome`nes physiques aussi bien du proble`me dynamique ge´ne´ral
que du proble`me de charge mobile. Le chapitre 2 traite le cas tridimensionnel line´aire. Il pre´sente
une approche semi-analytique qui utilise un changement de variable puis une transformation de
Fourier pour re´soudre le proble`me d’un demi-espace multicouche viscoe´lastique soumis a` une charge
ponctuelle mobile applique´e a` sa surface libre. Meˆme si les re´sultats obtenus par la me´thode semi-
analytique ne sont valables que pour les proble`mes line´aires, cette approche permet d’e´valuer
rapidement et de donner des premie`res estimations de la re´ponse dynamique dans les couches du
milieu en fonction de la vitesse et de la fre´quence de la charge.
La deuxie`me partie a pour but d’e´tudier le proble`me dynamique non-line´aire soumis a` une
charge mobile par des mode`les unidimensionnels. Elle se compose de trois chapitres. Le chapitre
3 conside`re le cas d’une barre pose´e sur un syste`me uniforme de ressorts-amortisseurs soumis a`
une charge uniaxiale mobile dont l’amplitude est constante. Les ressorts ont des comportements de
type unilate´ral. Les solutions analytiques du proble`me line´aire et nonline´aire sont explicite´es pour
tous les cas de vitesse. Des remarques sont faites sur la diffe´rence de physique de la propagation
d’ondes uniaxiales dans les barres line´aires et non-line´aires. On va pre´senter aussi deux approches
nume´riques utilisant des e´le´ments finis afin d’obtenir la solution dans le re´gime permanent. Une
premie`re approche est le calcul dynamique transitoire dans le repe`re fixe et l’autre est le calcul
statique dans le repe`re mobile qui demande un volume de calcul plus petit. Les deux approches
seront valide´es graˆce aux solutions analytiques pre´sente´es. A partir de ces de´marches, on va e´crire,
dans le chapitre 4, la me´thode de calcul dans le repe`re mobile du proble`me de couplage entre le rail
et un syste`me non-line´aire de masses-ressorts-amortisseurs. La me´thode propose´e dans le chapitre 3
pour le cas uniaxial est adapte´e pour l’e´quation d’une poutre et est aussi e´tendue pour une charge
dont l’amplitude est variable en fonction du temps. Une technique pour introduire la condition
aux limites a` l’infini sera aussi propose´e en utilisant une couche absorbante. Apre`s validation de
la me´thode propose´e, le chapitre 5 pre´sente une e´tude sur un mode`le simplifie´ 1D de voies ferre´es
ou` la non-line´arite´ est introduite dans la couche de ballast. On conside´rera dans ce chapitre les
influences de la vitesse et de la fre´quence de la charge, et aussi les influences du comportement de
la structure (la rigidite´, la non-line´arite´, la pe´riodicite´, etc) sur la re´ponse dynamique du syste`me.
La troisie`me partie aborde le proble`me tridimensionnel non-line´aire soumis a` une charge mo-
bile. On se concentre dans cette partie sur la non-line´arite´ de la couche de ballast. Cette partie se
compose de deux chapitres. Le chapitre 6 proposera une fonction continue pour la loi de compor-
tement du ballast qui permet de de´crire le me´canisme de non-re´sistance en tension de ce type de
mate´riau granulaire. Ensuite, on va pre´senter dans ce chapitre une proce´dure expe´rimentale pour
identifier le comportement en compression du ballast par un essai simple de traction-compression.
Le chapitre 7 traite le cas d’un massif 3D non-line´aire dans le repe`re mobile ou` la couche de ballast
utilise la loi de comportement propose´e dans le chapitre pre´ce´dent.
Finalement, on conclut sur les re´sultats obtenus et on propose de futures e´tudes possibles a`
partir de ces de´marches.
Premie`re partie
Introduction aux proble`mes de
charges mobiles
Chapitre 1
Synthe`se bibliographique
1.1 Introduction.
Ce chapitre pre´sente une synthe`se bibliographique du proble`me dynamique des structures infi-
nies soumises a` des charges mobiles. On va d’abord pre´senter une introduction ge´ne´rale sur les deux
applications auxquelles on s’inte´resse : les voies ferre´es et les routes. On de´crira leurs constitutions
et leurs roˆles, ainsi que les mode`les utilise´s pour le dimensionnement. Puis, on va rappeler quelques
notions importantes sur la dynamique des structures (le syste`me d’e´quations d’e´quilibre dynamique,
la de´finition des types d’ondes ...) et sur les charges mobiles qui nous serviront apre`s. Ensuite, les
me´thodes de re´solution, (semi)-analytique et nume´rique, et les re´sultats existants sur le proble`me
dynamique des charges mobiles seront pre´sente´s. Finalement, une synthe`se comple´mentaire sur la
mode´lisation du comportement dynamique des milieux granulaires sera aussi donne´e.
1.2 Les deux applications.
1.2.1 Voies ferroviaires.
1.2.1.1 Description de la structure des voies ferre´es.
Efforts exerce´s sur la voie. La voie supporte une charge statique due au poids propre applique´
sur l’essieu et une surcharge dynamique due a` l’interaction dynamique entre le rail et le ve´hicule.
La charge statique sur un essieu est indique´e en fonction de la cate´gorie de voie qui est de´finie
par l’U.I.C. 1 : A : 16 tonnes par essieu, B : 18 tonnes par essieu, C : 20 tonnes par essieu.
En interaction avec les ve´hicules, la voie supporte des surcharges verticales, transversales et
longitudinales. Les efforts longitudinaux dus essentiellement aux acce´le´rations et aux freinages sont
peu importants (ils peuvent cependant poser e´ventuellement des proble`mes sur certains ouvrages
d’art). Les efforts verticaux et late´raux sont plus importants et causent des effets diffe´rents. La
surcharge verticale est due a` l’imperfection de la surface du rail et aussi a` la vibration de la structure
de ve´hicule en passant sur les traverses. Elle de´pend fortement de la vitesse du train (elle peut
atteindre 0.5 fois la charge statique). Les mesures montrent que les surcharges dynamiques sont
des signaux ale´atoires dont la dispersion croˆıt avec la vitesse et qui de´pendent de l’e´tat du rail et
aussi du ve´hicule. Par ailleurs, en analysant des spectres d’acce´le´rations, trois bandes de fre´quences
peuvent eˆtre distingue´es comme indique´ dans [6] :
◦ De 0Hz a` 20Hz : cette bande de fre´quence correspond a` l’oscillation des masses suspendues du
ve´hicule.
1U.I.C. : Union Internationale de Chemin de Fer.
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◦ De 20Hz a` 125Hz : cela correspond a` l’oscillation des masses non-suspendues du ve´hicule et
des masses lie´es a` la voie sur le support e´lastique de la voie.
◦ De 200Hz a` 2000Hz : cela correspond aux vibrations propres des liaisons e´lastiques interme´diaires
de la voie.
Les efforts late´raux sont moins importants, mais en meˆme temps, la structure de ballast est
beaucoup moins rigide dans la direction late´rale. Ces efforts peuvent eˆtre cause´s par les phe´nome`nes
suivants :
◦ le mouvement de lacet dans la voie : dans la position statique du rail, chaque roue repose
sur le sommet du rail. De part et d’autre de cette position me´diane, dans un mouvement de
lacet, l’essieu peut occuper diverses positions limite´es par le jeu provenant des tole´rances de
construction et d’entretien de l’essieu et de la voie.
◦ le mouvement en courbe : quand le train circule sur les rails en courbe avec une certaine vitesse,
une force centrifuge apparait et s’applique au ve´hicule. Cette force centrifuge provoque des efforts
late´raux sur la voie.
Constituants de la voie ferre´e.
• Le rail. Le rail est le premier e´le´ment en contact entre le ve´hicule et la voie. Il se charge de
transmettre et de re´partir les forces du ve´hicule sur plusieurs traverses. Les caracte´ristiques
du rail sont donne´es par la ge´ome´trie du profil et le type de mate´riau. Le profil de la section
est conc¸u pour avoir une bonne re´partion des contraintes dans le rail. Pour les voies ferre´es
modernes, le rail a` double champignon est le plus utilise´. La figure 1.1 pre´sente un exemple
d’une section de rail standard U.I.C. (dont le poids est de 60 kg/m). Le champignon assure
le contact roue-rail. L’e´paisseur de l’aˆme doit tenir compte des efforts tranchants et aussi des
sollicitations au voisinage des trous d’e´clissage. La largeur du patin de´cide la rigidite´ du rail
dans le plan horizontal et de´termine le taux de compression sur la traverse. D’autre part, l’acier
du rail doit avoir les qualite´s pour assurer la re´sistance a` l’abrasion, l’absence de fragilite´, la
soudabilite´ en vue de la confection de barres de grandes longueurs et avoir un prix acceptable.
• Les traverses. La transmission des efforts entre le rail et le ballast se fait par des traverses qui
jouent un tripe de roˆle :
– transmission des charges du rail au ballast,
– maintien de l’e´cartement des deux files de rails,
– maintien de l’inclinaison au 1/20 du rail.
Me´caniquement, les traverses sont soumises aux charges transmises par le rail, en ge´ne´ral ex-
centre´es du fait des efforts late´raux exerce´s par les ve´hicules sur la voie et de la re´action du
ballast qui de´pend beaucoup des conditions d’appui des traverses.
Actuellement, les traverses en be´ton arme´ sont les plus utilise´es (par rapport a` celles en bois et
en acier). La figure 1.1 pre´sente une traverse qui mesure 2.415 m de long et pe`se 245 kg. Elle est
constitue´e de 2 blochets lie´s par une entretoise d’acier.
Afin d’amortir la charge dynamique transmise par le rail, une semelle en e´lastome`re (9 mm
d’e´paisseur) est mise entre le rail et la traverse. Le rail est fixe´ sur la traverse en be´ton par des
attaches NABLA RNTN. Les traverses sont mises chaque 0.6 m sur la voie.
• Les couches d’assise. Elles comprennent la couche de ballast, la sous-couche et la plate-forme
(figure 1.2). Le dimensionnement des couches d’assise doit assurer la re´sistance a` la fatigue du
sol et doit mettre “hors gel” les sols sensibles.
◦ Couche de ballast. Le ballast est un granulat de 25/50 mm. La couche de ballast a une e´paisseur
de 25 a` 30 cm avec le roˆle de :
– re´partir sur la plate-forme les charges concentre´es qu’elle rec¸oit des traverses.
– amortir une partie tre`s importante de la vibration graˆce a` ses proprie´te´s rhe´ologiques.
– assurer, en raison de sa granulome´trie, le drainage rapide de la voie.
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Figure 1.1. Section du rail et traverse (d’apre`s Alias [6]).
– permettre de rectifier rapidement le nivellement au moyen du bourrage-dressage me´canise´.
Les crite`res de qualite´ du ballast portent sur la granulome´trie, la durete´, la forme et la proprete´.
◦ La sous-couche. Elle comprend, du haut vers le bas, une couche sous-ballast (en grave gradue´e
0/315 mm), une couche de fondation (en grave compacte´e a` 100% OPN mais cela n’est pas
ne´cessaire pour les meilleurs sols) et, s’il y a lieu une couche anticontaminante (en sable propre
et e´ventuellement comple´te´e par une feuille ge´otextile).
◦ La plate-forme. La plate-forme dont la partie supe´rieure est compacte´e en couche de forme, et
qui est e´galement incline´e transversalement.
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Figure 1.2. Profil en travers sche´matique des couches d’assise d’une voie en courbe mises
en oeuvre sur ligne nouvelle dans le cas d’une plate-forme argileuse (la sous-
couche se pre´sente alors sous forme d’un multicouche)(d’apre`s Alias [6]).
14 1. Synthe`se bibliographique
1.2.1.2 Mode´lisation des voies ferre´es.
La recherche en me´canique des voies ferre´es est toujours re´alise´e avec deux approches paralle`les :
l’expe´rience et la simulation. Pour la simulation nume´rique, la premie`re taˆche est de mode´liser
la structure et aussi l’excitation. Selon le proble`me auquel on s’inte´resse, les composantes seront
mode´lise´es de fac¸on plus ou moins de´taille´es, couple´es avec les autres ou conside´re´es inde´pendantes.
On va pre´senter brie`vement ci-dessous les mode`les qui sont souvent utilise´s dans le dimensionnement
des voies ferre´es. Un re´sume´ de ces possibilite´s est montre´ dans la figure 1.3.
- hyp. Timoshenko
- hyp. Euler - Bernouilli
RAILS
- mode`le de solide line´aire
- mode`le de poutres
∞
∞
∞
∞
∞
∞
∞
CHARGES
SOL
BLOCHETS
∞
- position
- mobile
- mode`les
- variable en temps
- structure des ve´hicules
- force pontuelle
- force distribue´e - ale´atoire
- constante
- fixe
- mode`le
- comportement
BALLAST
- de´formables
- rigides
- line´aire
- e´lastique nonline´aire
- e´lastoplastique
- milieu discret
- milieu continu
- ressorts simples
∞
ATTACHES
- ressort - amortisseur
- solide viscoe´lastique
- mode`le de Winkler
- milieu multicouche infini
couche 1
couche 2
couche 3
Figure 1.3. Mode´lisation des voies ferre´es.
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Mode´lisation des ve´hicules. Dans la litte´rature, la structure des ve´hicules est souvent mode´lise´e
par un syste`me multi-essieu complexe de masses-ressorts-amortisseurs. Par exemple, on peut trou-
ver dans [46] la structure d’une voiture de train (qui est constitue´e par la caisse, la suspension
primaire et secondaire, le boggie, les essieux). Dans ce mode`le, la caisse et le boggie sont conside´re´s
comme des corps rigides. Ce mode`le est utilise´ pour de´terminer la surcharge dynamique sur la
voie, voir [6] [46]. Dans une e´tude plus de´taille´e, on utilise des calculs dynamiques du proble`me
d’interaction entre le ve´hicule et la voie [63] dans lequel la surface irre´gulie`re du rail peut eˆtre
introduite [39][96].
Le calcul des structures de voies peut se simplifier en conside´rant le ve´hicule comme une charge
ou un groupe de charges. Les hypothe`ses sur les charges sont varie´es et de´pendent du niveau de
complexite´ du proble`me pose´ : elles peuvent eˆtre fixes ou mobiles, l’amplitude peut eˆtre constante,
harmonique, variable en fonction du temps, ale´atoire, etc.
Mode´lisation des structures. On ne pre´sente ici que les mode`les qui concernent la mode´lisation
globale des voies ferre´es.
◦ Les rails. Le mode`le le plus simple (et aussi le plus utilise´) est la poutre d’Euler-Bernouilli
[6][39], etc. L’hypothe`se de Timoshenso est aussi utilise´e pour tenir compte plus pre´cise´ment de
l’influence du cisaillement [47][21], etc.
◦ Les semelles. Elles ne sont pas toujours prises en compte dans les calculs. Si on doit en tenir
compte, elles peuvent eˆtre conside´re´es comme un ressort-amortisseur [6] [101, 100].
◦ Les traverses. Elles sont assez rigides par rapport aux autres composantes. Elles peuvent eˆtre
une masse ponctuelle dans un calcul 1D ou un corps rigide de 3 ou 6 ddl selon les cas 2D ou 3D.
Dans le cas 3D, les traverses de 2 blochets sont lie´es par une poutre qui repre´sente les entretoises
[16].
◦ Le ballast. C’est un point tre`s difficile dans la mode´lisation des voies ferre´es a` cause de ses
proprie´te´s discre`tes. Pour un mode`le 1D plus simple, il peut eˆtre mode´lise´ par un syste`me continu
de ressorts dont la masse est uniforme [101, 100]. Les proble`mes en 2D ou en 3D proposent des
mode`les soit continus (e´lastique [12][16] ou non-line´aire [8],[37]...) soit discrets [103, 104], etc.
Une discussion plus de´taille´e sur le ballast sera pre´sente´e plus loin dans la section 1.5.
◦ La plate-forme et le sol. Les mode`les 1D conside`rent l’infrastructure comme un syste`me de
ressorts, dit la fondation de Winkler. Dans les calculs en 2D ou 3D, ils sont souvent mode´lise´s
par un milieu multicouche infini. Le comportement du sol peut eˆtre line´aire ou non-line´aire en
fonction du type de mate´riaux (Tresca, Coulomb-Dru¨cker ...)
Le mode`le global de calcul est une combinaison des diffe´rentes composantes et il existe plusieurs
fac¸ons possibles de mode´liser la voie ferre´e, de la plus simple a` la plus complexe.
Quelques e´tudes existantes. On peut citer ici quelques mode`des existants pour le dimension-
nement des voies ferre´es. Balsan [12] a re´alise´ une analyse en 3D par e´le´ments finis du comportement
de la structure d’assise dans les essais de Vienn-Asernal et de Derby. Sauvage [99] et ensuite Pro-
fillidis [94] ont de´veloppe´ en utilisant le code Rosalie du LCPC des mode`les assez complexes (rail,
traverses, blochets, semelles) pour e´tudier le comportement des voies soumises a` des efforts ver-
ticaux et statiques. La loi de plasticite´ de Coulomb-Dru¨cker a e´te´ utilise´e pour la couche d’assise
(dont les parame`tres de crite`re de plasticite´ sont de´termine´s par des essais triaxiaux). Un autre
mode`le, appele´ mode`le RB3D a e´te´ de´veloppe´ par le CERAM (Alaoui et Naciri (1995) [4], Gue´rin
[46]). Il permet d’e´valuer les e´volutions des de´fauts de voie a` partir de la charge des essieux (avec
la surcharge dynamique de´pendante de la vitesse), de la nature du sol et de la loi de tassement
du ballast. Re´cemment, Bodin a e´tendu ce mode`le pour obtenir le mode`le RB3L qui permet de
conside´rer aussi l’influence des efforts late´raux [16][17].
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Il n’existe encore que tre`s peu d’e´tudes dynamiques pour le dimensionnement des voies bal-
laste´es. Aubry et al. [8] ont calcule´ en utilisant le logiciel MISS3D (qui est de´veloppe´ a` l’Ecole
Centrale de Paris) une structure de voie ou` la couche de ballast est conside´re´e comme un mate´riau
e´lasto-plastique. Le couplage des e´le´ments finis-e´le´ments de frontie`res a e´te´ utilise´. Les tassements
re´siduels sont compare´s dans deux cas de comportement : e´lastique et e´lastoplatique.
1.2.2 Voies routie`res
1.2.2.1 Mode`le de dimensionnement des chausse´es
Les sols en place e´tant incapables de supporter les charges induites par le trafic, la chausse´e a
pour roˆle de diminuer, graˆce a` l’apport de couches de mate´riaux, les contraintes sur le sol-support.
Une chausse´e est donc constitue´e d’un empilement de couches qui a deux composantes principales :
le corps de chausse´e et la couche de roulement.
◦ Le corps de chausse´e. Il est appele´ aussi couches d’assises et permet de re´partir les charges
induites par les ve´hicules afin d’obtenir des contraintes acceptables pour le sol-support. Il est
constitue´ de deux sous-couches, appele´es couche de base et couche de fondation.
◦ la couche de roulement. Son roˆle est de prote´ger les assises des infiltrations d’eau et de l’agressivite´
du trafic.
Deux couches supple´mentaires peuvent e´ventuellement eˆtre ajoute´es pour reme´dier a` des proble`mes
spe´cifiques : la couche de liaison qui assure un collage entre la couche de roulement et le corps de
chausse´e et la couche de forme qui reprend les he´te´roge´ne´ite´s trop importantes du sol-support [3].
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Couches de surface
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Figure 1.4. Sche´matisation de la structure et de la charge.
Jusqu’a` maintenant, le calcul d’un dimensionnement de chausse´es s’effectuait sur un mode`le
de chausse´es qui est constitue´ d’une succession de couches, comme repre´sente´ sur la figure 1.4.
La charge applique´e correspond a` celle d’un demi-essieu standard franc¸ais de 13 tonnes a` roues
jumele´es. L’aire d’application des roues est conside´re´e comme constitue´e de deux charges circulaires
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de rayon a = 12.5 cm avec une distance entre elles d = 3a. La pression est uniforme´ment re´partie
avec la valeur q0 = 0.662MPa [13].
1.2.2.2 Me´thode de calcul des chausse´es - ALIZE
Au LCPC, le calcul des contraintes et des de´formations dans cette structure est effectue´ par
ALIZE, qui est un programme de dimensionnement des chausse´es. Ce programme permet de donner
les champs statiques de de´placement et de contraintes dans la structure soumise a` une ou a` un
groupe de charges circulaires applique´es sur la surface libre. Il est base´ sur le mode`le de Burmister
(1943) dans lequel les couches sont suppose´es infinies et planes ; la charge est circulaire et le
proble`me se traite par conse´quent en coordonne´es cylindriques graˆce a` la syme´trie. Brie`vement, la
re´solution s’effectue de la fac¸on suivante : dans chaque couche, le de´placement et les contraintes
sont repre´sente´s par les de´rive´es de la fonction potentielle, ensuite, en utilisant la transformation de
Hankel, il apparaˆıt une e´quation diffe´rentielle d’une seule variable dans la direction verticale dont
on peut pre´senter la solution ge´ne´rale avec 4 coefficients inconnus. Ces 4 inconnues seront trouve´es
a` partir des conditions de continuite´ entre les couches a` la frontie`re. Finalement, la transformation
inverse est calcule´e nume´riquement par la me´thode de quadrature de Gauss pour obtenir la solution.
1.2.3 Sur la vibration induite par le trafic.
Les vibrations induites par les mouvements des ve´hicules routiers ou ferroviaires sont des effets
tre`s significatifs sur l’environnement, le sol, les ouvrages dans la zone voisine, et aussi sur la
stabilite´ des ve´hicules et des structures eux-meˆmes. Les e´tudes de vibration induites par le trafic se
divisent en deux proble`mes principaux : proble`me d’e´mission directe de bruit (bruit de roulement)
et proble`me de propagation d’ondes dans la structure.
• Emission directe de bruit. Le premier s’inte´resse a` la radiation du bruit e´mis directement a`
partir de l’interaction entre les roues des ve´hicules et le rail. Le but est de pre´dire et de donner
des indications sur la re´duction du bruit. Beaucoup de recherches dans ce domaine sont re´alise´es
sur le logiciel TWINS (Track-Wheel Interaction Noise Software) qui est de´veloppe´ par l’European
Rail Research Institute (ERRI) [45][55].
• Propagation d’ondes dans la structure. Le deuxie`me s’inte´resse aux ondes qui ne sont pas
e´mises directement dans l’air comme le bruit mais qui se propagent dans les infrastructures et le
sol au-dessous. Le but est d’e´valuer la re´ponse dynamique des ve´hicules - structures et de pre´dire
les crite`res de ruine dans le dimensionnement des voies ferre´es ou des chausse´es.
Dans le cadre de cette the`se, nous nous inte´ressons au deuxie`me proble`me.
1.3 Rappel sur les proble`mes de dynamique des structures
1.3.1 Proble`me dynamique ge´ne´ral dans un milieu continu
On conside`re le proble`me dynamique d’un domaine Ω dont la frontie`re est Γ = Γu ∪ Γf (figure
1.5). Le proble`me dynamique en petite perturbation s’e´crit sur le domaine Ω dans un intervalle de
temps [0, T ] et peut eˆtre repre´sente´ par :
• Equation d’e´quilibre dynamique.
Div  σ(x, t) + g(x) = ρu¨(x, t) (x, t) ∈ Ω× [0, T ] (1.1)
σ = C() :  (1.2)
 =
1
2
(∇u+∇tu) (1.3)
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
Γf : ﬀ ( ﬁ , t).
 = ¯
ﬂ
( ﬁ , t)
Γu : ﬃ = ¯ﬃ
Ω
Figure 1.5.
• Conditions initiales
u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω (1.4)
u˙(x, 0) = u˙0(x) x ∈ Ω (1.5)
• Conditions aux limites
u(x, t) = u¯(x, t) (x, t) ∈ Γu × [0, T ] (1.6)
σ(x, t).n = f¯(x, t) (x, t) ∈ Γf × [0, T ] (1.7)
Dans ces e´quations, on de´signe par “u˙” et “u¨” les de´rive´es de u en temps t au premier et au
deuxie`me ordre (la vitesse et l’acce´le´ration). u est le vecteur de´placement, σ,  sont respectivement
le tenseur des contraintes et des de´formations. C est un tenseur d’ordre 4, repre´sentant la loi de
comportement, qui est une fonction de la de´formation  dans un proble`me non-line´aire. Le terme
scalaire ρ de´signe la densite´. Les vecteurs g, f¯ , u¯ repre´sentent la force volumique, la force exte´rieure
et le de´placement impose´, respectivement. n est le vecteur normal a` la surface.
1.3.2 Proble`me e´lastodynamique pour le milieu infini
Pour un domaine e´lastique isotrope, la loi de comportement s’e´crit : σij = λkkδij + 2µij, ou`
les coefficients λ et µ sont les deux constantes de Lame´ du mate´riau e´lastique, et sont relie´s au
module d’Young E et au coefficient de Poisson ν par :
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν) , µ =
E
2(1 + ν)
(1.8)
Le proble`me dynamique pre´sente´ au dessus dans ce cas e´lastique peut se repre´senter par
l’e´quation de Navier [2, 38] comme suit :
µ∇2ui(x, t) + (λ + µ) ∂
∂xi
(∇  u(x, t)) = ρu¨i(x, t) (1.9)
ou` ∇2 de´signe l’ope´rateur Laplacien : ∇2 = ∂
2
∂x21
+
∂2
∂x22
+
∂2
∂x23
et “∇” est la notation de l’ope´rateur
de divergence : ∇  u = ∂u1
∂x1
+
∂u2
∂x2
+
∂u3
∂x3
.
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Ondes volumiques. En absence de condition aux limites, la solution ge´ne´rale des champs de
de´placement u de l’e´quation de Navier peut eˆtre de´compose´e dans les deux types d’ondes de natures
diffe´rentes suivantes :
u(x, t) = ∇φ(x, t)︸ ︷︷ ︸
onde de compression
+ ∇×ψ(x, t)︸ ︷︷ ︸
onde de cisaillement
(1.10)
ou` les fonctions φ(x, t) (scalaire) et ψ(x, t) (vectorielle) sont appele´es les deux potentiels de Lame´
et ve´rifient les e´quations des ondes :
c2p∇2φ−
∂2φ
∂t2
= 0, cp =
√
λ + 2µ
ρ
(1.11)
c2s∇2ψ −
∂2ψ
∂t2
= 0, cs =
√
µ
ρ
(1.12)
Cela montre deux me´canismes inde´pendants de propagation d’onde a` deux vitesses finies :
◦ onde de compression (appele´e aussi onde de dilatation ou onde irrotationnelle) associe´e au
mouvement des particules qui s’effectue paralle`lement a` la direction de propagation de l’onde
et a` la vitesse cp. Cette propagation est due aux efforts de traction-compression induits par
l’e´loignement ou le rapprochement relatif des faces perpendiculaires au mouvement et est note´e
l’onde P.
◦ onde de cisaillement (appele´e aussi onde de distorsion ou onde e´quivolumique) associe´e au
mouvement des particules qui s’effectue perpendiculairement a` la direction de propagation de
l’onde et a` la vitesse cs. Ces ondes se propagent plus lentement, sous l’effet des efforts de ci-
saillement induits par le glissement relatif des faces perpendiculaires au mouvement. Ses deux
composantes dans ce plan sont note´es l’onde SV et l’onde SH.
Notons que le rapport entre cp et cs ne de´pend que du coefficient de Poison : cs = cp
√
1−2ν
2(1−ν) ce
qui montre qu’on a toujours cs < cp car ν > 0.
B
A
direction de
propagation
Onde de compression
direction de mouvement
des particules
amplitude
direction de mouvement
des particules
amplitude
B
A
direction de
propagation
Onde de cisaillement
onde SV
onde SH
Figure 1.6. Ondes de compression et ondes de cisaillement
Onde de surface. La pre´sence d’une surface libre perturbe les ondes simples de de´part par
l’apparition de phe´nome`nes de re´flexion et de re´fraction. Sur la surface libre d’un demi-espace
infini, il apparaˆıt un troisie`me type d’onde dont l’amplitude est maximum a` la frontie`re et diminue
exponentiellement avec la distance a` surface libre. Celle-ci est appele´e l’onde de surface ou l’onde
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de Rayleigh 2 car la perturbation est pratiquement confine´e dans une couche mince adjacente a` la
surface. Dans le cas d’un demi-espace e´lastique, l’onde se propage a` une vitesse cR < cs qui est
de´termine´e par la racine de l’e´quation de Rayleigh :
R(cR) = [2− (c2R/c2s)]2 + 4[1− (c2R/c2p)]
1
2 [1− (c2R/c2s)]
1
2 = 0 (1.13)
Le mouvement des particules pour ce type d’onde est de nature elliptique et re´trograde par rapport
a` la direction de propagation de l’onde.
Si la surface libre n’est par parfaitement plane, il peut apparaˆıtre une autre onde de surface
(dite l’onde G, d’apre`s Le Tallec [71]) qui est guide´e localement par la direction de la discontinuite´.
Elle se propage a` une vitesse vG qui est infe´rieure a` cR.
Les e´nergies de ces ondes de surface se concentrent localement sur la surface et en plus,
se dispersent tre`s lentement (notons aussi qu’en absence d’amortissement, les ondes volumiques
s’atte´nuent a` l’infini avec une de´croissance de l’ordre de 1/r2 mais de l’ordre de 1/
√
r pour celle
de Rayleigh, r est la distance entre la source et le point conside´re´). Les ondes de surface sont les
causes principales des risques lors d’un se´isme.
trajectoire des particules
vitesse instantanée
direction de propagation
surface instantanée de l’onde
Figure 1.7. Onde de surface de Rayleigh (d’apre`s Ge´radin [41])
Ondes dans un milieu stratifie´. En re´alite´, le sol ne peut pas eˆtre mode´lise´ par un massif
semi-infini mais plutoˆt par un milieu stratifie´ (ou milieu multi-couche) qui est constitue´ de plu-
sieurs couches. En pre´sence d’une interface entre deux couches de proprie´te´s physiques diffe´rentes,
une onde incidente voit son type modifie´ ainsi que sa direction de propagation et son amplitude
du fait des phe´nome`nes de re´fraction et re´flexion. Pour le cas plus simple correspondant a` deux
demi-espaces en contact, quand une onde P rencontre l’interface, elle donne deux ondes P et SV
re´fle´chies, et deux autres ondes P et SV re´fracte´es ; une onde SH incidente ne donne que des ondes
SH re´fracte´es et re´fle´chies [2, 38].
La re´ponse dynamique comple`te d’un domaine e´lastique a` plusieurs couches devient rapidement
beaucoup plus difficile a` de´terminer. Le mouvement dans une couche est une superposition des
ondes re´fle´chies et re´fracte´es qui viennent des interfaces de discontinuite´. En outre, des ondes de
surface apparaissent aussi a` chaque interface. Le calcul de la re´ponse dynamique se fait alors par
inte´gration nume´rique ou par analyse en modes propres.
2Le proble`me de l’onde de surface d’un demi-espace e´lastique a e´te´ e´tudie´ par Rayleigh en 1885.
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Condition de radiation. Dans le cas ou` le domaine conside´re´ est infini, la condition de radiation
du champ de de´placement d’un type d’onde (dont la vitesse est c) pour la frontie`re infinie s’e´crit :
lim
r→∞
r
s−1
2
(
∂u
∂r
+
1
c
∂u
∂t
)
→ 0 , lim
r→∞
u→ 0 (1.14)
ou` r est la distance entre la source et le point conside´re´, s = 2, 3 suivant que la dimension du
proble`me est 2D ou 3D. Dans le domaine des fre´quences, cette condition s’e´crit [107] :
lim
r→∞
r
s−1
2
(
∂u(ω)
∂r
+
iω
c
u(ω)
)
→ 0 (1.15)
1.3.3 Proble`me de charge mobile
Notation. On s’inte´resse au proble`me ou` la charge se de´place avec une vitesse constante v sur
une ligne droite dans le domaine (ou sur sa surface libre). La charge est soit constante soit variable
en fonction du temps (harmonique, par exemple). On peut de´finir la forme ge´ne´rale d’une charge
mobile sur une ligne e comme suit :
f(x, t) = f0(t)δ(x − vte) (1.16)
ou` f0(t) est le vecteur d’amplitude qui ne de´pend que du temps, δ est la fonction de Dirac.
Repe`re mobile. Dans les e´tudes des proble`mes de charge mobile avec une vitesse constante,
plusieurs auteurs (Fry´ba [39], Eringen et Suhubi [38], etc) pre´fe`rent passer dans un repe`re mobile
qui s’attache a` la position de la force. Ce fait est re´alise´ par un changement de variable. Par
exemple, si la charge se de´place suivant l’axe Ox avec la vitesse v, on a le changement de variable
suivant :
x∗ = x− vt ; y∗ = y ; z∗ = z (1.17)
Le proble`me est re´e´crit dans ce nouveau repe`re avec les variables x∗, y∗, z∗. Dans certains cas, par
exemple si la charge est constante ou harmonique, le proble`me se simplifie beaucoup dans le repe`re
mobile.
x
y
z
y∗
x∗
z∗
repe`re fixe repe`re mobile
O O∗
vt
l’instant tl’instant 0
Figure 1.8. Repe`re fixe et repe`re mobile
Re´gimes d’une charge mobile. En analysant le proble`me de propagation d’ondes avec une
source mobile, il est important de conside´rer le rapport entre la vitesse de la source v et celles des
ondes du milieu. Le proble`me ou` la source est en mouvement a e´te´ conside´re´ en premier pour les
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phe´nome`nes acoustiques. Dans un domaine e´lastique homoge`ne, on introduit trois notions, dites
nombres de Mach, qui repre´sentent le rapport entre v et cp, cs et cR :
Mp =
v
cp
; Ms =
v
cs
; MR =
v
cR
(1.18)
Pour le proble`me e´lastodynamique d’un milieu massif, on peut distinguer trois re´gimes diffe´rents
de´pendant de ces nombres de Mach [38] :
◦ Re´gime subsonique. Quand Ms < 1 : la vitesse de la source est infe´rieure de celle de l’onde S.
◦ Re´gime transonique. Quand Ms > 1 > Mp : la vitesse de la charge est entre celle de l’onde S et
celle de l’onde P .
◦ Re´gime supersonique. Quand Mp > 1 : la vitesse de la charge est supe´rieure celle de l’onde P .
A B C
cpt
cst
cs(t − τ)
cp(t − τ)
cpt
cst
A B
cp(t − τ)
cs(t − τ)
cpt
cst
cp(t − τ)
cs(t − τ)
C CBA
Coˆne de Mach
Coˆne de Mach
Re´gime subsonique Re´gime transonique
(v < cs < cp) (cs < v < cp) (cs < cp < v)
Re´gime supersonique
de l’onde S
de l’onde P
Coˆne de Mach
de l’onde S
Figure 1.9. Trois re´gimes d’une source mobile.
La figure 1.9 pre´sente une illustration de ces 3 re´gimes : sub-, trans- et super-sonique. Elle montre
la propagation des ondes quand on regarde une source qui part de A a` C en passant par B
(AB = vτ < AC = vt). Quand v de´passe cs ou cp, les surfaces de l’onde de choc, dites les coˆnes
de Mach, apparaissent.
En outre, concernant l’onde de surface, il sera utile de comparer la vitesse de la charge vis a`
vis de la vitesse d’onde de Rayleigh. En conside´rant la valeur du nombre de Mach MR, on peut
distinguer 2 re´gimes diffe´rents :
◦ si MR < 1 : re´gime sub-Rayleigh.
◦ si MR > 1 : re´gime super-Rayleigh.
Equation e´lastodynamique dans le repe`re mobile. En conside´rant le proble`me dans le
repe`re mobile, les e´quations e´lastodynamiques (1.11) deviennent :
(1 −M2p )
∂2φ
∂x21
+
∂2φ
∂x22
+
∂2φ
∂x23
+
2v
c2p
∂φ˙
∂x1
− 1
c2p
φ¨ = 0 (1.19)
(1 −M2s )
∂2ψ
∂x21
+
∂2ψ
∂x22
+
∂2ψ
∂x23
+
2v
c2s
∂ψ˙
∂x1
− 1
c2s
ψ¨ = 0 (1.20)
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Il est souligne´ dans [38] que la nature de ces e´quations en fonction des variables d’espace change
suivant les valeurs des nombres de Mach M : quand M < 1, on a une e´quation elliptique et quand
M > 1, on a une e´quation hyperbolique.
Passage de subsonique a` supersonique. Quand une charge passe du re´gime subsonique au
re´gime supersonique (ce qui est appele´ le passage sur la barrie`re d’onde e´lastique), la nature du
champ d’ondes ge´ne´re´ est en conse´quence change´. Wolfert et al. [108] ont montre´ deux exemples de
ce fait pour le cas d’un fil pose´ sur une fondation de Winkler. Le premier est quand on a un saut
de vitesse de la charge (v < c si t < t0 et v > c quand t > t0) et l’autre est quand on a un saut de
densite´ du milieu (ρ = ρ1 si x < x0 et ρ = ρ2 si x > x0) : la vitesse qui e´tait subsonique devient
supersonique dans le nouveau milieu. Les solutions analytiques montrent que les ondes au passage
de la barrie`re d’onde sont beaucoup plus importantes par rapport a` celles du re´gime permanent. En
plus, la re´ponse dans le deuxie`me cas de passage est plus petite que dans le premier. Ce proble`me
est aussi e´tudie´ par Gavrilov [40] en utilisant un calcul asymptotique.
1.4 Me´thodes de re´solution et re´sultats existants
1.4.1 Me´thode semi-analytique
La me´thode analytique (ou semi-analytique) s’adresse aux proble`mes line´aires et de ge´ome´trie
simple. Les e´quations e´lastodynamiques (Navier ou Helmholtz ou celles e´quivalentes pour les cas
1D) sont utilise´es. L’ide´e ge´ne´rale est de transformer ces e´quations dans le domaine fre´quentiel ou
des nombres d’ondes dans lequel le proble`me se re´duit a` un syste`me d’e´quations diffe´rentielles (qui
peut eˆtre e´ventuellement alge´brique dans le cas le plus simple) d’une seule variable. Le proble`me
dans ce domaine se transforme en utilisant les conditions aux limites en un calcul nume´rique plus
simple en 1D (ou e´ventuellement analytique). Les solutions en temps et/ou en espace sont obtenues
en appliquant les transformations inverses.
Massif multicouches. Il s’agit de conside´rer la re´ponse dynamique d’un demi-espace soumis
a` une (ou un groupe de) charge mobile. Le milieu peut eˆtre multicouche e´lastique mais doit eˆtre
homoge`ne dans le plan horizontal. La charge peut eˆtre constante ou variable en fonction du temps.
Plus classiquement, la solution analytique du proble`me d’une source mobile constante dans
un espace (ou un demi-espace) 3D infini en re´gime transitoire peut eˆtre trouve´e dans plusieurs
ouvrages (par exemple dans ceux de Eringen et Suhubi [38] ou de Fry´ba [39]). Le proble`me est
transforme´ dans le domaine des fre´quences et des nombres d’onde (une transformation quadruple
a e´te´ utilise´e). Les solutions obtenues montrent bien deux coˆnes de Mach correspondant aux ondes
P et aux ondes S.
Dans le cas d’un demi-espace, le proble`me plus simple d’un massif homoge`ne soumis a` une
ligne infinie de charges constantes (proble`me en 2D) a e´te´ premie`rement aborde´ par Sneddon
(1952) (uniquement pour le cas subsonique) et puis par Hole et Huth (1956) (pour tous les cas
de vitesse). La solution analytique explicite due a` une charge constante dans le re´gime permanent
est trouve´e en passant au repe`re mobile et en utilisant la me´thode des fonctions complexes [38].
Le proble`me 3D en re´gime permanent a e´te´ e´tudie´ par Eason (1965) pour les vitesses subsoniques.
Plus ge´ne´ralement, Fry´ba [39] a donne´ les solutions du proble`me dans les trois cas subsonique,
transonique et supersonique sous une forme inte´grale. Le proble`me transitoire a e´te´ conside´re´ par
Payton (1964) (en utilisant le the´ore`me de Betti-Rayleigh), Gakenheinmer et Miklowitz (1969) (en
utilisant la technique de Carniard de Hoop). La solution explicite de ce proble`me a` la surface libre
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est donne´e dans [38] a` partir des solutions du proble`me de Lamb 3. Les calculs montrent que la
premie`re re´sonance apparaˆıt quand la vitesse de la charge s’approche de la vitesse de l’onde de
Rayleigh.
A partir de ces de´marches, des me´thodes de calcul semi-analytiques ont e´te´ de´veloppe´es dans les-
quelles les transformations inverses sont re´alise´es nume´riquement. Celles-ci permettent de re´soudre
des proble`mes plus complique´s, quand on ne peut pas avoir une forme analytique explicite des
solutions dans le domaine fre´quentiel, par exemple quand le domaine n’est plus homoge`ne mais est
multicouche. Pour e´valuer la transformation de Fourier inverse, la technique de transformation de
Fourier rapide (FFT) est beaucoup utilise´e.
Dans [27][28], Barros et Luco ont pre´sente´ la me´thode pour obtenir les de´placements et les
contraintes en re´gime permanent dans un milieu multi-couche visco-e´lastique. La solution est ob-
tenue par la transformation de Fourier inverse qui est calcule´e en utilisant la technique de FFT et
l’inte´gration nume´rique adaptative de Filon. La solution est valide´e en comparant avec la solution
analytique dans le cas 2D.
Une e´tude de´taille´e du mode`le bidimensionnel (homoge`ne ou multi-couche) est pre´sente´e dans
la the`se de Leufeuve-Mesgouez [73]. L’adimensionnement des re´sultats par rapport a` la longueur
d’onde de Rayleigh a e´te´ pre´sente´. En plus, un calcul analytique approche´ qui prend en compte
uniquement l’onde de Rayleigh a e´te´ aussi propose´.
Le proble`me d’un demi-espace homoge`ne soumis a` une charge uniforme mobile distribue´e sur un
rectangulaire peut eˆtre trouve´ dans les travaux de Jones et al. [60] (pour une charge constante), [58]
(pour une charge harmonique). L’effet de plusieurs charges a e´te´ discute´ dans [72] ou` les re´sulats
de de´placement duˆs a` un groupe de 9 charges rectangulaires pose´es a` des distances diffe´rentes
montrent l’existance d’interfe´rences constructives ou destructives. Picoux et Le Houedec [92] ont
e´tudie´ l’effet d’un effort late´ral et vertical sur une charge harmonique et ont montre´ que cet effet
n’est pas ne´gligeable pour les de´placements late´raux.
Dans le cas d’un milieu multi-couche soumis a` une force constante, la vitesse critique, qui e´tait
e´gale a` la vitesse d’onde de Rayleigh (qui ne de´pend que des parame`tres physiques (E, ν)) de´pend
aussi des parame`tres ge´ome´triques, i.e des e´paisseurs des couches. On peut trouver dans [59], [73] les
e´tudes sur la couche critique du proble`me d’une couche e´lastique pose´e sur un demi-espace rigide
ou e´lastique. La vitesse critique due a` une charge harmonique a e´te´ e´tudie´e par Dietermann et
Metrikine [31]. L’e´paisseur critique de la couche e´lastique est aussi de´termine´e dans cette re´fe´rence
en fonction de la vitesse dans le cas ou` la fre´quence de la charge est proportionnelle a` sa vitesse
(quand la vitesse du train est grande, la fre´quence de la charge est notamment de´termine´e comme
un rapport de la vitesse et de la distance entre les traverses). En ge´ne´ral, quand la profondeur de
la couche e´lastique augmente, la vitesse critique est diminue.
Quand la vitesse de charge de´passe la vitesse critique, la solution dans le domaine fre´quentiel-
nombres d’ondes devient tre`s singulie`re et celle-ci pose des difficulte´s pour e´valuer les inte´grations
de la transformation inverse. Du point de vue analytique, on peut faire l’inte´gration dans le plan
complexe ou` on doit spe´cifier les poˆles, choisir les contours et calculer les re´sidus [38][39][73] ... En
revanche, les points singuliers ne doivent pas apparaˆıtre dans une solution nume´rique. Plusieurs
auteurs ont introduit une petite viscosite´ pour de´placer des points singuliers de l’axe d’inte´gration
afin d’avoir une solution nume´rique finie. Ne´anmoins, la fonction a` inte´grer est tre`s irre´gulie`re dans
ce cas et un nombre de points de calcul assez important est demande´ pour e´valuer pre´cise´ment
l’inte´gration [58]. La technique d’inte´gration nume´rique adaptative a e´te´ aussi utilise´e [27][54]. Par
ailleurs, la me´thode de transformation par ondelettes qui permet d’utiliser un maillage d’inte´gration
adaptatif en localisant les points singuliers est propose´e par Grundmann et al. [44], Lieb et Sudret
[75] ...
3Lamb (1904) a re´solu le proble`me transitoire d’un demi-espace soumis a` une force ponctuelle ou a` une ligne de
force a` la surface libre : f(t) = f0δ(x)δ(t).
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Dans les e´tudes qu’on a montre´es, la transformation de Fourier est tre`s souvent utilise´e car la
plupart e´taient inte´resse´es par le re´gime permanent du proble`me. Si on s’inte´resse a` la solution
transitoire, la transformation de Laplace peut eˆtre utilise´e. Cette me´thode a e´te´ propose´e par
Gakenheinmer et Miklowitz (1969) et comple´te´e par Bakker et al. [11] afin d’e´tudier le proble`me
d’un demi- espace soumis a` une force ponctuelle mobile.
Poutre infinie - fondation de Winkler. Ce syste`me est le plus simple pour mode´liser le
rail couple´ avec la fondation. Il e´tait premie`rement e´tudie´ par Timoshenko depuis l’anne´e 1926.
La me´thode de re´solution est toujours similaire a` celle du cas d’un massif infini sauf qu’on doit
re´soudre une e´quation diffe´rentielle du quatrie`me ordre. Dans [39], Fry´ba pre´sente en de´tail un
calcul analytique du proble`me d’une force constante se de´plac¸ant sur une poutre d’Euler-Bernouilli
infinie sur la fondation de Winkler pour toutes les possibilite´s de vitesses et de valeurs de viscosite´.
Une vitesse critique a` laquelle la re´sonance apparaˆıt a e´te´ trouve´e, elle de´pend de la densite´ et de la
rigidite´ en flexion de la poutre et aussi de la rigidite´ de la fondation. La vitesse critique augmente
quand la rigidite´ de la fondation augmente.
L’hypothe`se d’Euler-Bernoulli peut ne pas eˆtre suffisante dans certains cas. Chen et Huang [21]
ont pre´sente´ un calcul semi-analytique pour tous les cas de vitesse pour une poutre de Timoshenko
soumise a` une force ponctuelle constante. Ils ont montre´ que quand la rigidite´ de la fondation
devient importante (i.e l’effet de cisaillement dans la poutre est plus important), la vitesse critique
calcule´ avec l’hypothe`se d’Euler-Bernoulli est supe´rieure a` celle de Timoshenko.
Si la charge est harmonique, les ondes qui sont dues a` la vitesse et aussi a` la fre´quence de
la charge peuvent se propager de diffe´rentes manie`res. Dans [7], Andersen et al. ont pre´sente´
une e´tude adimensionnelle pour des me´canismes diffe´rents de propagation d’ondes de´pendant des
valeurs relatives de vitesse et de fre´quence de charge vis a` vis de celles critiques.
Hardy [48] a pre´sente´ une me´thode graphique pour identifier la phase et la vitesse de groupe
d’onde en utilisant une inte´gration de convolution mobile. L’existence et le nombre des ondes
propagatives de´pendent fortement de la vitesse et de la fre´quence de la charge.
La vibration d’une masse ponctuelle se de´plac¸ant sur une poutre - fondation de Winkler en
compression a e´te´ conside´re´e dans [80]. Les auteurs montrent que pour une vitesse suffisamment
grande de la masse, une instabilite´ de vibration apparait dans la poutre. La vitesse critique est
plus petite avec une plus grande masse ou avec une plus grande force axiale.
Couplage de poutre - massif infini. Dans une e´tude plus de´taille´e, le syste`me de ressorts de
Winkler ne peut plus repre´senter la fondation re´elle. Il s’agit de poser un proble`me de couplage
entre une poutre et un massif e´lastique en pre´sence d’une charge mobile. Dieterman et Metrikine
[33] ont calcule´ la rigidite´ e´quivalente d’un demi-espace en interaction avec une poutre d’Euler-
Bernoulli. Les auteurs ont montre´ que la rigidite´ e´quivalente de´pend fortement de la fre´quence et
du nombre d’onde de la poutre si la vitesse de phase est au voisinage de la vitesse de Rayleigh.
Deux vitesses criques sont aussi de´termine´es dans le cas d’une charge constante : une e´gale a` la
vitesse d’onde de Rayleigh et l’autre qui est un peu plus petite. Quand la vitesse de la charge est
e´gale a` la vitesse critique, la rigidite´ e´quivalente est ze´ro, c’est a` dire qu’il n’y a pas d’ondes qui
sont ge´ne´re´es dans le milieu massif.
Les meˆmes auteurs ont pre´sente´ dans [32] la re´ponse dynamique de ce proble`me avec une charge
constante dans tous les cas de vitesses. Dans [83], la re´ponse d’une poutre en compression pose´e
sur un demi-espace due a` une charge late´rale a e´te´ aussi conside´re´e. La vitesse critique dans ce cas
est de´termine´e en fonction de la force de compression axiale dans la poutre et on peut montrer
qu’elle est toujours infe´rieure a` celle avec la charge verticale.
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Un mode`le plus complexe d’une voie ferre´e constitue´e d’une poutre (pour le rail), d’un syste`me
masse-ressorts-amortisseurs (pour les blochets, les semelles et le ballast) et d’un demi-espace multi-
couche a e´te´ e´tudie´ avec une charge constante ou harmonique par Sheng et al. [101][100]. Les effets
de vitesse et de fre´quence de charge, ainsi que du type d’infrastructure de voie sont pre´sente´s dans
le travail de Jones et al. [57].
En comparant la re´ponse dynamique d’une charge mobile applique´e sur une poutre pose´e sur
une fondation de Winkler et pose´e sur un demi-espace e´lastique 3D, Dinkel et al. [34] ont propose´
une me´thode pour de´terminer des parame`tres de Winkler qui peuvent repre´senter le domaine 3D.
Une proce´dure d’optimisation nume´rique est aussi propose´e pour minimiser l’erreur.
Dans [82], Metrikine et Vrouwenvelder ont conside´re´ la vibration a` la surface d’un milieu 2D
ge´ne´re´e par une charge mobile sur une poutre dans un tunnel. Le mode`le 2D est utilise´ avec trois
types diffe´rents de charge : constante, harmonique et ale´atoire stationnaire. Il est montre´ que la
vitesse minimale de phase dans la poutre est infe´rieure a` la vitesse d’onde de Rayleigh dans la couche
et est plus grande avec une profondeur plus grande. Pour une charge de´terministe, le de´placement
a` un point d’observation a` la surface est analyse´ par le spectre d’amplitude de vibration a` ce point.
Pour une charge ale´atoire, c’est la variance de la vibration qui est conside´re´e.
Knothe et Wu [62] ont e´tudie´ le comportement dynamique d’une voie pose´e sur un demi-espace
ou sur une fondation viscoe´lastique simple. Les traverses discrets sont tenues en compte. Ils ont
observe´ que pour les fre´quences infe´rieures a` 250Hz, il y a des grandes diffe´rences entre les re´sultats
du mode`le d’un demi-espace et du mode`le de fondation visco-e´lastique. Au-dela` de cette valeur, la
diffe´rence est ne´gligeable, le mode`le simple visco-e´lastique peut eˆtre utilise´.
Poutres sur des appuis pe´riodiques. Dans [14] [15], Belotserkovskiy a e´tudie´ la vibration
due a` une charge mobile harmonique pose´e sur des appuis e´lastiques pe´riodiques. Des conditions
spe´ciales sont impose´es sur deux points quelconques qui sont se´pare´s par une distance qui est e´gale
a` celle entre deux appuis. Ces conditions imposent que, dans le re´gime permanent, il est suffisant
de conside´rer uniquement le proble`me dans une partie qui se trouve entre deux appuis.
En de´veloppant le proble`me pre´sente´ dans [33], Metrikine et Popp [81] ont de´termine´ la rigidite´
des ressorts e´quivalents qui peut eˆtre mis a` chaque appui et qui permet de de´crire exactement
la re´action en re´gime permanent du demi-espace e´lastique. Cette rigidite´ (qui est une variable
complexe) est calcule´e en fonction de la fre´quence de vibration de la poutre et du de´phasage de
vibration de l’appui voisin. Le de´phasage de´pend de la fre´quence et de la vitesse de la charge, et de
la pe´riode d’appuis de la poutre. La vitesse critique (quand la rigidite´ est e´gale a` ze´ro) est e´value´e
par des relations entre le de´phasage et la fre´quence de la poutre.
Krzyzynski et al. [70] ont e´tudie´ un proble`me dans lequel le rail est mode´lise´ par une poutre
de Timoshenko et les blochets sont conside´re´s comme des corps rigides de 2 degre´s de liberte´. Le
the´ore`me de Floquet est utilise´.
Un proble`me de couplage de poutre, traverses discre`tes et demi-espace soumis a` une charge
“super-rapide” a e´te´ conside´re´ par Krylov [66, 67, 68, 69]. L’auteur s’est inte´resse´ aux ondes de
Rayleigh dues a` la vitesse de charge. Il a montre´ que les ondes qui se propagent dans toutes les
directions avec une charge subsonique sont enferme´es dans un coˆne (dont l’angle est de´fini par
θ = arccos cR/v) si la vitesse de´passe la vitesse de l’onde de Rayleigh (re´gime trans-Rayleigh).
La vibration dans le cas “trans-Rayleigh”est beaucoup plus grande que dans le cas subsonique. Il
a remarque´ aussi que les amplitudes de de´placement aux points se trouvant au bord du coˆne ne
de´pendent pas de la pe´riodicite´ du proble`me.
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1.4.2 Me´thode des e´le´ments finis - Condition aux limites absorbantes
Pour les structures dont les ge´ome´tries sont plus complexes ou avec des mate´riaux non-line´aires,
il faut utiliser les me´thodes nume´riques comme la me´thode des e´le´ments finis. En ge´ne´ral, l’analyse
par e´le´ments finis de la propagation des ondes dans un domaine infini pose deux proble`mes majeurs.
Premie`rement, la structure doit eˆtre discre´tise´e de fac¸on telle que les ondes peuvent se propager.
Deuxie`mement, comme il est seulement possible de mode´liser la structure dans une partie finie, des
frontie`res artificielles doivent eˆtre introduites pour permettre de de´crire l’influence des domaines
exte´rieurs.
Le calcul des structures soumises aux charges mobiles par la me´thode des e´le´ments finis a attire´
beaucoup de travaux depuis une dizaine d’anne´es. Il y a deux points de vue qui sont le plus souvent
utilise´s :
(i) calcul dans le repe`re fixe avec une source mobile
(ii) calcul dans le repe`re mobile avec une source fixe.
Calcul dans le repe`re fixe. Habituellement, l’e´quation dynamique (et e´ventuellement non-
line´aire) en e´le´ments finis est e´tablie en discre´tisant la formulation variationnelle de Galerkin pour le
syste`me pre´sente´ dans le paragraphe 1.3.1. Ce fait nous donne un syste`me d’e´quations diffe´rentielles
en temps avec des conditions initiales :
MU¨(t) + CU˙(t) + KU(t) = F(t) (1.21)
U(0) = U0 ; U˙(0) = V0 (1.22)
la diffe´rence est que la position de la force dans ce cas change a` chaque pas de temps. Les me´thodes
classiques comme la me´thode de superposition modale ou les proce´dures d’inte´gration nume´rique
(β-Newmark, Wilson-θ, α-HHT ...) peuvent eˆtre utilise´es. La premie`re n’est valable que pour les
cas e´lastiques. Si la structure est non-line´aire, il faut utiliser la deuxie`me pour trouver la solution
en re´gime permanent apre`s le calcul transitoire. La difficulte´ de cette fac¸on de calculer vient de
deux raisons essentielles. D’abord, comme le re´gime stationnaire ne peut eˆtre atteint qu’apre`s un
certain temps de calcul, i.e. apre`s une certaine distance de de´placement de la charge, la taille du
maillage ne´cessaire doit eˆtre grande. Puis, la densite´ de maillage au voisinage de la charge (ou` la
non-line´arite´ peut apparaˆıtre par exemple) doit se de´placer avec la charge, et donc, on a besoin
d’une grande zone avec des e´le´ments fins. En plus, les sche´mas d’inte´gration nume´rique demandent
des pas de temps qui sont suffisamment petits pour assurer la stabilite´.
En utilisant les e´le´ments finis line´aires dans le calcul dynamique, on a besoin au moins de 4
e´le´ments sur une longueur d’onde afin de pouvoir repre´senter le champ d’ondes. Cependant, pour
une bonne description des ondes, le nombre d’e´le´ments ne´cessaires est de l’ordre de 10 (voir par
exemple [51][115]). Si des e´le´ments avec une fonction d’interpolation d’ordre supe´rieur sont utilise´s,
le nombre d’e´le´ments peut eˆtre re´duit.
Dans ses e´tudes du proble`me de poutres finies soumises a` une charge mobile, Rieker et al. [97]
ont montre´ qu’on a besoin d’un nombre d’e´le´ments pour le proble`me de charge mobile qui est de
2 a` 8 fois plus que dans un proble`me statique. Le vecteur force e´quivalent pour un e´le´ment qui
a une charge mobile a` l’inte´rieur de´pend beaucoup de la fonction d’interpolation. Les proble`mes
1D finis (structures de poutres simples ou multi-trave´es couple´es avec un syste`me qui mode´lise
les ve´hicules) peuvent se trouver dans plusieurs e´tudes diffe´rentes. On peut citer par exemple les
travaux de Delgado [30], de Henchi et al. [49], de Olsson [87], de Wu et al. [109], de Zibdeh et al.
[114], etc.
Dans les anne´es re´centes, avec l’avance´e des capacite´s des ordinateurs qui permettent de calculer
des mode`les avec de gros maillages, les proble`mes en 3D peuvent eˆtre aborde´s. Dans ces mode`les,
28 1. Synthe`se bibliographique
la structure de´taille´e de la voie : rail, blochet, semelles et aussi de la structure d’assises : ballast,
sol avec la non-line´arite´ peuvent eˆtre pris en compte.
Dans [36], Ekevid et al. ont re´alise´ des calculs transitoires en 2D non-line´aire par e´le´ments finis
en utilisant une technique de temps-espace adaptative qui est base´e sur la proce´dure de Galerkin
discontinue (Discontinuous Galerkin4). Les pas de temps et le maillage sont rede´finis a` chaque
instant de calcul a` partir d’une estimation d’erreur. Le cas ou` on est en re´gime supersonique a e´te´
aussi traite´. Un autre calcul 3D de la structure de voie ferre´e en non-line´aire (de comportement
e´lasto-plastique) est pre´sente´ par les meˆmes auteurs dans [37]. Les e´le´ments finis couple´s avec des
e´le´ments aux frontie`res (Scaled Finite Element) sont utilise´s. Cependant, ces calculs demandent
des ordinateurs tre`s puissants et des temps de calcul e´normes.
On peut aussi trouver dans [90] un calcul dynamique transitoire d’un couplage nonline´aire de
chausse´e - sol propose´ par Pan et al. . Une mode´lisation mixte des e´le´ments finis (pour la chausse´e)
- e´le´ments frontie`res (pour le sol) a e´te´ utilise´e. Un concept inte´ressant appele´ “pass-over” a e´te´
propose´ par les auteurs pour s’adapter au proble`me de charge mobile : le champ de de´placement
et de contrainte se de´place avec la position de la charge apre`s chaque pas de temps. Les solutions
obtenues dans le pas de temps pre´ce´dent sont utilise´es comme les valeurs initiales pour le pas de
temps actuel.
Par ailleurs, en supposant que le domaine conside´re´ est homoge`ne dans la direction du mou-
vement de la charge, un mode`le appele´ mode`le 2.5D a e´te´ propose´. Dans ce mode`le, une transfor-
mation est re´alise´e dans la direction du mouvement et le domaine du plan dans les deux autres
directions est discre´tise´ par e´le´ments finis. On peut citer par exemple le travail de Yang et Hung
[110] ou` les auteurs ont valide´ ce mode`le dans tous les cas subsonique, transonique et supersonique.
Un mode`le plus complique´ de couplage line´aire entre des ve´hicules, les infra-structures et le
sol infini a e´te´ utilise´ par Clouteau et al. [23] en utilisant la technique de sous-structuration et
des e´le´ments finis aux frontie`res. Les hypothe`ses supposent que les infrastructures sont invariantes
dans la direction de mouvement Ox des ve´hicules qui ont des vitesses constantes et que le sol est
stratifie´ horizontalement. Le proble`me a e´te´ d’abord transforme´ par la me´thode inte´grale le long
de la direction infinie : transformation en t et en Ox dans l’infrastructure et transformation de
Hankel dans le sol. Ensuite, il est re´solu par la me´thode de Galerkin dans le domaine borne´. Un
autre mode`le nume´rique qui est construit de la meˆme fac¸on peut eˆtre trouve´ dans [76] dans lequel
la solution nume´rique a e´te´ valide´e en comparant avec celle analytique dans le cas d’une charge
ponctuelle se de´plac¸ant sur un demi-espace homoge`ne. Les auteurs montrent aussi les re´sultats
nume´riques d’un proble`me de passage d’un ve´hicule (qui est mode´lise´ comme un syste`me 2D de 4
ddl) sur une chausse´e en interaction avec le sol.
Calcul dans le repe`re mobile. Dans le but de diminuer la taille du domaine de calcul qui doit
eˆtre tre`s grande pour une charge mobile, l’ide´e d’e´crire la formulation des e´le´ments finis dans un
repe`re mobile a e´te´ propose´e. Le proble`me est e´tabli dans ce nouveau domaine par un changement
de variable. L’avantage de cette me´thode est la facilite´ pour de´terminer la re´ponse de la structure
en re´gime permanent. Cette me´thode est encore tre`s peu utilise´e dans la litte´rature.
Andersen et al. [7] ont pre´sente´ un calcul par e´le´ments finis dans le repe`re mobile du proble`me
d’une poutre d’Euler-Bernoulli pose´e sur la fondation de Winkler. Le syste`me d’e´quations dyna-
miques de meˆme forme que l’e´quation 1.21 est retrouve´ mais avec des termes convectifs ajoute´s
dans les matrices de rigidite´ et d’amortissement qui viennent du changement de variable. Une
charge d’amplitude variable en fonction du temps a e´te´ conside´re´e. Les re´sultats nume´riques et
analytiques sont compare´s dans le cas de charges harmoniques.
4la proce´dure DG discre´tise par des e´le´ments finis le temps et l’espace en meˆme temps avec des fonctions de forme
qui sont continues en de´placement mais peuvent eˆtre discontinues au niveau du temps [52][53][74]
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Si la charge conside´re´e est constante, le proble`me dans le repe`re mobile en re´gime permanent
devient statique. On peut trouver dans [64] une e´tude sur le proble`me 2D ou dans [85] une autre
sur un demi- espace non-line´aire en 3D.
Quand la vitesse de charge devient grande, les termes de convection deviennent importants et la
discre´tisation de Galerkin standard donne des instabilite´s de vibration. Dans ce cas, la me´thode de
Petrov-Garlerkin (voir par exemple [115]) qui introduit une partie asyme´trique dans la fonction de
forme peut eˆtre utilise´e. Dans [65], Krenk et al. propose une me´thode de Taylor-Galerkin modifie´e
ou` un terme de correction de type “upstream difference” est imple´mente´ dans la discre´tisation
standard.
Cependant, la re´solution par e´le´ments finis dans le repe`re mobile est toujours limite´e pour
les vitesses subsoniques. Dans le cas supersonique, Kok [64] a propose´ que, au lieu d’e´crire deux
conditions aux limites, on doit e´crire une condition initiale a` la frontie`re droite. De toute manie`re,
cette me´thode ne peut s’appliquer qu’aux cas simples. Il n’y a pas encore de proce´dure ge´ne´rale
pour toutes les vitesses de charge.
Condition aux limites. En utilisant la me´thode des e´le´ments finis, le maillage est limite´ a` un
domaine fini avec des conditions impose´es aux limites, soit pour les de´placements soit pour les
contraintes. Cela pose toujours des difficulte´s pour mode´liser le proble`me de propagation d’ondes
dans un domaine infini a` cause des ondes re´fle´chies aux frontie`res. En regardant dans la litte´rature,
on peut trouver un grand nombre d’e´tudes pour re´soudre cette difficulte´. Le plus important est
d’assurer la condition de radiation qui impose qu’il n’y a pas d’e´nergie venant de l’infini. On peut
e´nume´rer quelques mode`les diffe´rents applique´s aux proble`mes de propagation d’ondes :
◦ Calculer sur un domaine tre`s grand tel que toutes les e´nergies peuvent eˆtre amorties avant
qu’elles arrivent aux frontie`res. Cette mode´lisation est tre`s che`re et ne peut s’appliquer qu’aux
proble`mes ou` les ondes sont atte´nue´es rapidement par les amortissements dans la structure.
◦ Utiliser des ressorts et des amortisseurs (visco-e´lastiques) aux frontie`res tels que les fre´quences
dominantes sont amorties.
◦ Utiliser des e´le´ments infinis spe´ciaux qui peuvent s’adapter aux cas spe´cifiques. En principe, les
e´le´ments infinis sont construits par des fonctions d’interpolation spe´ciales qui conside`rent les
noeuds exte´rieurs comme e´tant a` l’infini [115]. Pour le proble`me de propagation d’ondes, ces
fonctions d’interpolation doivent comporter aussi des termes qui repre´sentent les ondes qui se
propagent vers l’infini (voir par exemple Yerli et al. [111]).
◦ Les me´thodes mixtes qui combinent la me´thode des e´le´ments finis et les me´thodes qui utilisent
les solutions fondamentales, par exemple la me´thode des e´le´ments de frontie`res. L’avantage est
que la condition de radiation est de´ja` automatiquement ve´rifie´e dans la solution e´le´mentaire.
Cependant, la solution n’est pas toujours facile a` trouver dans le cas ge´ne´ral [18].
◦ Ajouter une couche absorbante dans laquelle un amortissement assez important sera introduit
et de fac¸on re´gulie`re pour que les ondes puissent entrer dans cette couche sans eˆtre refle´chies et
que toutes les e´nergies soient absorbe´es avant d’arriver a` la frontie`re [24][112].
◦ Utiliser les proce´dures purement nume´riques propose´es par Wolf et Song [107]
◦ etc.
Dans le cadre de l’application aux proble`mes de charge mobile, la me´thode des e´le´ments aux
frontie`res est construite de fac¸on usuelle : Pan et al. [90], Aubry et al. [8] ... Re´cemment, Rassmusen
et al. [95] ont formule´ la fonction de Green pour le de´placement et la traction sur la surface d’un
demi-espace dans le repe`re mobile. Les re´sultats pour le cas 2D sont compare´s a` ceux d’un calcul
en e´le´ments finis utilisant une condition absorbante qui est propose´e par Krenk et al. [65].
Dans leur calcul, Krenk et al. ont introduit une matrice d’impe´dance mise a` la frontie`re en
tenant compte du terme convectif qui vient du fait que le proble`me est passe´ dans le repe`re mobile.
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Une matrice non-syme´trique a e´te´ obtenue qui est formule´e a` partir de deux directions se´pare´es pour
l’onde P et pour l’onde S. Une technique similaire applique´e au proble`me d’une source acoustique
mobile est aussi utilise´e par Kirkegaard et al. dans [61].
Toujours dans le repe`re mobile, mais pour le proble`me d’une poutre d’Euler-Bernouilli pose´e
sur la fondation de Winkler, Andersen et al. [7] ont propose´ une condition absorbante qui est base´e
sur une relation explicite entre la force de re´action, le de´placement et la vitesse a` la frontie`re dans
le domaine du temps. Cette relation est obtenue par une line´arisation de la fonction de transfert
force-de´placement dans le domaine des fre´quences. Cela donne le re´sulat exact si la charge est
harmonique mais pas avec un signal de charge quelconque.
1.5 Sur le comportement dynamique du mate´riau ballast.
Le ballast est un mate´riau granulaire. Dans la nature, les mate´riaux granulaires (mais aussi les
sols, poudres, roches, ...) sont des milieux biphasiques constitue´s d’une phase solide dispersive et
d’une phase fluide. La proprie´te´ essentielle qui distingue un milieu granulaire par rapport aux autres
milieux solides multiphasiques est la nature discre`te de la phase solide. Comme la distribution
statique et dynamique des contraintes de´pend de l’e´tat des contacts entre les particules au moment
conside´re´, le milieu granulaire est un milieu tre`s nonline´aire et dissipatif.
On va pre´senter dans la suite deux aspects pour mode´liser le mate´riau granulaire : le mode`le
discret et le mode`le continu.
1.5.1 Mode`le discret.
Ce mode`le conside`re le milieu ballast comme un ensemble d’e´le´ments discrets. Chaque e´le´ment
peut eˆtre de´formable ou inde´formable. L’hypothe`se de corps rigide est la plus utilise´e puisque
dans une condition de contact normale, les grains dans le milieu granulaire sont tre`s sensibles aux
mouvements dans les directions de traction et de glissement.
La me´thode pour e´tudier nume´riquement le proble`me dynamique dans ce mode`le est la me´thode
des e´le´ments discrets (MED). En ge´ne´ral, en utilisant l’hypothe`se des particules rigides, MED part
des e´quations de mouvement de Newton ou` chaque particule i dans l’ensemble de N particules a
6 degre´s de liberte´ (3 en translation et 3 en rotations) [35] :
miu¨i = f
g
i +
N∑
j=1
fcij ; Iiθi = m
g
i +
N∑
j=1
mcij (1.23)
ou` mi et Ii sont la masse et le moment inertie de la particule i, f
c
ij et m
c
ij sont les vecteurs
forces et moments de contacts applique´s sur la particule, f gi et m
g
i sont les forces et les moments
autre que le contact (volumique) sur la particule i. Des algorithmes d’inte´grations nume´riques
(me´thode de diffe´rence finie) sont utilise´s pour re´soudre ce syste`me. La difficulte´ est la de´tection
des contacts pour chaque particule a` chaque pas de temps. On peut citer plusieurs e´tudes sur
le sche´ma d’inte´gration et l’algorithme de de´tection, par exemple : Azanza [9], Wassgren [106],
Oviedo [88][89] pour les e´le´ments circulaires 2D, Oviedo [88] pour les e´le´ments triangulaires 2D,
Cundall [25], Ghraboussi [42] pour les e´le´ments polyhedriques 3D ... Il a montre´ que, en prenant
un pas de temps de calcul suffisamment petit dans la simulation nume´rique, les ondes ne peuvent
pas se propager entre les grains voisins, et la vibration d’une particule ne de´pend que des forces
de contact (voir [106] [113]).
La plupart des e´tudes re´alise´es avec la me´thode des e´le´ments discrets sont construites pour
e´tudier la vibration d’un ensemble de particules. Le proble`me de propagation d’ondes pour e´valuer
la re´ponse dynamique des voies ballaste´es est peu e´tudie´. Dans la litte´rature, le proble`me des ondes
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dans l’inte´rieur des particules n’est pas vraiment traite´, mais en fait, la propagation des ondes dans
un paquet de grains est conside´re´e comme la propagation des contraintes aux points de contacts.
Citons par exemple ; les travaux de Melin [79] (qui a montre´ que la vitesse des ondes de´pend aussi
de l’amplitude de la force applique´e), de Sadd et al. [98] (qui ont montre´ en e´tudiant des particules
elliptiques que la propagation des ondes dans un ensemble de particules de´pend beaucoup des
arrangements spatiaux) , de Shulka et al. [102] (qui ont compare´ les re´sultats expe´rimentaux et
nume´riques sur un ensemble de particules circulaires) ...
Ce mode`le est re´aliste pour mode´liser les mate´riaux granulaires mais par contre, demande un
volume de calcul tre`s important.
1.5.2 Mode`le continu
Dans le cas ou` la taille des particules est suffisamment petite par rapport a` la dimension du
domaine, le mode`le continu peut eˆtre utilise´ pour e´tudier le proble`me global. Les mode`les continus
construisent les lois de comportement a` partir de la microstructure discre`te (e´quation 1.23). Granik
et Ferrari [43] ont propose´ un mode`le e´lastique line´aire, puis dans [78], Maddalena et Ferrari ont
propose´ un mode`le de viscoe´laticite´. Des mode`les e´lastiques d’ordre plus e´leve´ ont e´te´ propose´s par
Chang et al. [19][20], Mu¨hlhaus [84] ... En outre, une discussion sur la de´finition des contraintes et
des de´formations dans un domaine de mate´riaux granulaires a e´te´ donne´e par Bagi [10].
Le comportement dynamique du mate´riau granulaire a e´te´ e´tudie´ en utilisant ces mode`les conti-
nus. Les e´quations de dispersion d’ondes pre´sente´es dans [19] montrent que le mate´riau granulaire
est par nature un filtre dans lequel les ondes de petites longueurs et de hautes fre´quences ne peuvent
pas se progager. Le proble`me dynamique d’une couche de mate´riau granulaire pose´e sur un demi-
espace est conside´re´ dans les travaux de Suiker et al. [103] pour une charge fixe ou [104][105] pour
une charge mobile.
1.6 Conclusion
Bien que le proble`me dynamique induit par le trafic a e´te´ beaucoup conside´re´ dans la litte´rature,
tre`s peu d’e´tudes ont e´te´ faites en tenant compte de la non-line´arite´ de la structure. On va proposer
dans cette the`se, des mode`les et des me´thodes de re´solution qui permettent d’e´valuer l’influence de
la non-line´arite´ sur la re´ponse dynamique des structures due aux charges mobiles. Les valeurs des
vitesses critiques avec la pre´sence de la non-line´arite´ seront aussi de´termine´es. Un mode`le continu
qui permet de tenir compte de l’effet unilate´ral dans le ballast sera aussi introduit.
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Chapitre 2
Charge harmonique mobile sur un
demi-espace visco-e´lastique stratifie´
2.1 Introduction
On s’inte´resse a` la re´ponse dynamique line´aire en re´gime permanent d’un demi-espace multi-
couches soumis a` une charge mobile applique´e sur sa surface libre.
Ce type de proble`me a e´te´ beaucoup e´tudie´, surtout dans la mode´lisation des routes et des
voies ferre´es. Le but de ce chapitre n’est pas d’introduire une nouvelle me´thode de re´solution de
ce proble`me mais de comprendre ce qui se passe dans les diffe´rentes situations de vitesse et de
fre´quences de la charge. Le syste`me d’e´quations e´lastodynamiques sera re´solu comme un proble`me
statique dans un nouveau repe`re de coordonne´es qui est attache´ a` la position de la force. On va
ensuite transformer les e´quations dans ce nouveau repe`re dans le domaine des nombres d’onde
par une transformation de Fourier dans le plan horizontal ((X1, X2) → (k1, k2)). Celle-ci nous
donnera un syste`me d’e´quations diffe´rentielles dans la direction verticale avec les conditions aux
limites (a` la surface, a` l’infini et entre les couches). Les solutions seront finalement obtenues par
des transformations de Fourier inverses.
Les diffe´rents cas de vitesse et de fre´quence de la charge, ainsi que d’empilements de couches
du milieu seront traˆıte´s. Pour une application aux voies ferre´es, on va calculer aussi le proble`me
avec un signal de force qui repre´sente la distribution de la charge de deux essieux transmise par le
rail sur le ballast.
2.2 Proble`me pose´ dans le repe`re mobile
2.2.1 Syste`me d’e´quations e´lastodynamiques
Soit un demi-espace multicouche Ω = {x ∈ R3;x3 ≥ 0} qui est constitue´ de n couches visco-
e´lastiques. Les e´paisseurs des couches sont hi (i = 1 ÷ n). A chaque point x(x1, x2, x3) dans la
couche i ∈ Ω, l’e´quation e´lasto-dynamique de Navier s’e´crit :
µ∇2u(x, t) + (λ + µ)∇∇ · u(x, t) + ρg = ρ∂
2u(x, t)
∂t2
(2.1)
ou` u(x, t) est le vecteur de´placement au point x a` l’instant t (u = {u1, u2, u3}t). Les coefficients
ρ, λ, µ sont respectivement la densite´ et les deux coefficients e´lastiques de Lame´ de la couche
conside´re´e. Le terme ρg de´signe la force volumique qui sera omise dans la suite car seule la partie
dynamique de la re´ponse sera calcule´e.
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Figure 2.1. Charge mobile sur un milieu multicouche
La relation de contrainte-de´formation (σ − ) peut eˆtre e´crite par :
σij = λkkδij + 2µij ou` ij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
, δ est le delta de Kro¨necker (2.2)
La charge mobile s’applique sur la surface et se de´place avec une vitesse constante v. C’est une
charge harmonique et elle peut avoir un des deux types suivants :
– soit une force ponctuelle :
f(x, t) = f0e
iωtδ(x1 − vt)δ(x2)δ(x3) (2.3)
– soit une force uniforme sur une surface ([−a, a]× [−b, b]) :
f(x, t) = f 0e
iωtH(a− |x1 − vt|)H(b− |x2|)δ(x3) (2.4)
δ(.) et H(.) de´signent les fonctions de Dirac et d’Heaviside.
Les conditions aux limites s’e´crivent a` la surface libre, aux interfaces et a` l’infini :
• x3 = 0 : σ(z=0).n3 = f
• x3 = zi : u(z+i ) = u(z−i ) et σ(z+i ).n3 = σ(z−i ).n3
• x3 = +∞ : condition de Sommerfield.
2.2.2 Changement de variable
Comme la charge se de´place avec une vitesse constante, la solution en re´gime permanent de
(2.1) devient stationnaire dans un repe`re mobile qui se de´place avec la meˆme vitesse. Pour passer
dans ce nouveau repe`re, on re´alise le changement de variable :
x→X = x− vte1 (2.5)
La solution harmonique stationnaire u(x, t) dans ce repe`re mobile peut eˆtre repre´sente´e par :
u(x, t) = U(X , t) = U 0(X)e
iωt (2.6)
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et les de´rive´es de u(x, t) en temps deviennent :
∂u
∂t
= iωU − v ∂U
∂X1
(2.7)
∂2u
∂t2
= −ω2U − 2iωv ∂U
∂X1
+ v2
∂2U
∂X21
(2.8)
En remplac¸ant (2.6) et (2.8) dans (2.1), l’e´quation e´lastodynamique dans le repe`re mobile devient
une e´quation diffe´rentielle statique :
µ∇2U + (λ + µ)∇∇ ·U + ρω2U + 2iρωv ∂U
∂X1
− ρv2 ∂
2U
∂X21
= 0 (2.9)
Cette e´quation peut eˆtre aussi e´crite autrement en la divisant par ρ :
c2s∇2U + (c2p − c2s)∇∇ ·U + ω2U + 2iωv
∂U
∂X1
− v2 ∂
2U
∂X21
= 0 (2.10)
ou` cp et cs sont les vitesses des ondes de dilatation et de cisaillement :
cp =
√
λ + 2µ
ρ
; cs =
√
µ
ρ
(2.11)
2.3 Me´thode de re´solution par la transformation de Fourier
2.3.1 Syste`me d’e´quations dans le domaine des nombres d’onde
Comme le milieu conside´re´ est homoge`ne dans deux directions horizontales (Oe1e2), on va faire
une transformation de Fourier des e´quations dans ces deux directions :
Uˆ(k1, k2, X3) =
∫ +∞
−∞
e−ik2X2dX2
∫ +∞
−∞
U(X1, X2, X3)e
−ik1X1dX1 (2.12)
U(X1, X2, X3) =
1
(2pi)2
∫ +∞
−∞
eik2X2dk2
∫ +∞
−∞
Uˆ(k1, k2, X3)e
ik1X1dk1 (2.13)
En remplac¸ant (2.13) dans (2.10), on peut e´crire un syste`me d’e´quations diffe´rentielles sur Uˆ dans
le domaine des nombres d’onde par rapport a` la seule variable X3 :
A
∂2Uˆ(k1, k2, X3)
∂X23
+ iB
∂Uˆ (k1, k2, X3)
∂X3
− C Uˆ(k1, k2, X3) = 0 (2.14)
ou` :
A =

 c2s 0 00 c2s 0
0 0 c2p

 ; B =

 0 0 k1(c2p − c2s)0 0 k2(c2p − c2s)
k1(c
2
p − c2s) k2(c2p − c2s) 0

 (2.15)
C =

 k21c2p + k22c2s − (ω − vk1)2 k1k2(c2p − c2s)k1k2(c2p − c2s) k21c2s + k22c2p − (ω − vk1)2 0
0 0 k21c
2
s + k
2
2c
2
s − (ω − vk1)2

 (2.16)
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De´monstration.
On e´value chaque partie de (2.10) dans le domaine des nombres d’onde :
∇2U = ∂
2U
∂X21
+
∂2U
∂X22
+
∂2U
∂X23
TF−−→ −k21Uˆ − k22Uˆ +
∂2Uˆ
∂X23
(2.17)
∇(∇ ·U ) =


∂2U 1
∂X21
+
∂2U 2
∂X1∂X2
+
∂2U 3
∂X1∂X3
∂2U1
∂X2∂X1
+
∂2U 2
∂X22
+
∂2U 3
∂X2∂X3
∂2U1
∂X3∂X1
+
∂2U 2
∂X3∂X2
+
∂2U 3
∂X23


TF−−→


−k21Uˆ 1 − k1k2Uˆ 2 + ik1
∂Uˆ 3
∂X3
−k1k2Uˆ 1 − k22Uˆ 2 + ik2
∂Uˆ 3
∂X3
ik1
∂Uˆ 1
∂X3
+ ik2
∂Uˆ 2
∂X3
+
∂2Uˆ3
∂X23


(2.18)
ω2U + 2iωv
∂U
∂X1
− v2 ∂
2U
∂X21
TF−−→ ω2Uˆ − 2ωvk1Uˆ + v2k21Uˆ (2.19)
En faisant la somme de ces trois expressions et en mettant sous forme matricielle, on obtient (2.14).

On peut aussi exprimer la TF des trois composantes du tenseur des contraintes sur un plan hori-
zontal (tˆ = σ.n3) :
tˆ = {σˆ13, σˆ23, σˆ33}t
=
{
µ
(
ik1Uˆ3 +
∂Uˆ1
∂X3
)
, µ
(
ik2Uˆ3 +
∂Uˆ2
∂X3
)
, λ
(
ik1Uˆ1 + ik2Uˆ2
)
+ (λ + 2µ)
∂Uˆ3
∂X3
}t
(2.20)
2.3.2 De´termination des fonctions Uˆ et tˆ
On va chercher maintenant la solution de (2.14) sous la forme d’une fonction exponentielle
Uˆ(k1, k2, X3) = U˜(k1, k2)e
ik3X3 . Remplac¸ant cette solution dans (2.14), on obtient :
(−k23A − k3B − C)U˜(k1, k2) = 0 (2.21)
La condition d’existence de solutions non nulles de (2.21) nous permet de de´terminer k3 :
det(k23A + k3B + C) = 0 (2.22)
soit :
det

 c2sk23 + k21c2p + k22c2s − (ω − vk1)2 k1k2(c2p − c2s) k1k3(c2p − c2s)k1k2(c2p − c2s) c2sk23 + k21c2s + k22c2p − (ω − vk1)2 k2k3(c2p − c2s)
k1k3(c
2
p − c2s) k2k3(c2p − c2s) c2pk23 + k21c2s + k22c2s − (ω − vk1)2

 = 0
(2.23)
Ce de´terminant se re´duit a` une expression assez simple apre`s quelques simplifications :
[c2p(k
2
1 + k
2
2 + k
2
3)− (ω − vk1)2][c2s(k21 + k22 + k23)− (ω − vk1)2]2 = 0 (2.24)
cela nous donne les solutions de k3 :
k3 = ±i[k21 − (kp −mpk1)2 + k22 ]
1
2 := ±iκp (2.25)
k3 = ±i[k21 − (ks −msk1)2 + k22 ]
1
2 := ±iκs (2.26)
ou` :
kp =
ω
cp
; ks =
ω
cs
; mp =
v
cp
; ms =
v
cs
(2.27)
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κp =
√
k21 − (kp −mpk1)2 + k22 ; κs =
√
k21 − (ks −msk1)2 + k22 ; (2.28)
On a deux valeurs propres uniques pour l’onde de compression et deux valeurs propres doubles
pour les ondes de cisaillement. Sans perte de ge´ne´ralite´, on suppose que : Re (κp) > 0 ; Re (κs) > 0.
Les deux constantes mp et ms sont connues dans la litte´rature comme les nombres de Mach.
Les vecteurs propres correspondants a` k3 sont :
U˜1,2 =

 k1k2
±iκp

 U˜3,4 =

 0±κs
ik2

 U˜5,6 =

 ±κs0
ik1


La solution ge´ne´rale de Uˆ est donc :
Uˆ1 = k1A
−
1 e
−κpX3 + κsA
−
3 e
−κsX3 + k1A
+
1 e
κpX3 − κsA+3 eκsX3 (2.29)
Uˆ2 = k2A
−
1 e
−κpX3 + κsA
−
2 e
−κsX3 + k2A
+
1 e
κpX3 − κsA+2 eκsX3 (2.30)
Uˆ3 = iκpA
−
1 e
−κpX3 + ik2A
−
2 e
−κsX3 + ik1A
−
3 e
−κsX3
−iκpA+1 eκpX3 + ik2A+2 eκsX3 + ik1A+3 eκsX3 (2.31)
et on peut aussi en de´duire les expressions de σˆ.n3 :
σˆ13 = µ[−2k1κpA−1 e−κpX3 − k1k2A−2 e−κsX3 − (k21 + κ2s)A−3 e−κsX3 (2.32)
+2k1κpA
+
1 e
κpX3 − k1k2A+2 eκsX3 − (k21 + κ2s)A+3 eκsX3 ]
σˆ23 = µ[−2k2κpA−1 e−κpX3 − (k22 + κ2s)A−2 e−κsX3 − k1k2A−3 e−κsX3 (2.33)
+2k2κpA
+
1 e
κpX3 − (k22 + κ2s)A+2 eκsX3 − k1k2A+3 eκsX3 ]
σˆ33 = iµ[−(k21 + k22 + κ2s)A−1 e−κpX3 − 2k2κsA−2 e−κsX3 − 2k1κsA−3 e−κsX3 (2.34)
−(k21 + k22 + κ2s)A+1 eκpX3 + 2k2κsA+2 eκsX3 + 2k1κsA+3 eκsX3 ]
De´monstration.
Deux expressions (2.32) et (2.33) sont e´videntes a` partir de (2.20) en de´rivant la solution ge´ne´rale de
Uˆ . La solution σˆ33 vient de :
σˆ33 = λ(ik1Uˆ1 + ik2Uˆ2) + (λ + 2µ)
∂Uˆ3
∂X3
= i [λ(k21 + k
2
2)− κ2p(λ + 2µ)]A−1 e−κpX3 + i [λ(k21 + k22)− κ2p(λ + 2µ)]A+1 eκpX3
+iµ[−2k2κsA−2 e−κsX3 + 2k2κsA+2 eκsX3 − 2k1κsA−3 e−κsX3 + 2k1κsA+3 eκsX3 ] (2.35)
On va simplifier encore le terme λ(k21 + k
2
2)− κ2p(λ + 2µ) de la fac¸on suivante :
λ(k21 + k
2
2)− κ2p(λ + 2µ) = ρ
{
(c2p − 2c2s)(k21 + k22)− c2p
[
k21 + k
2
2 −
(ω − vk1)2
c2p
]}
= ρ
{−2c2s(k21 + k22) + (ω − vk1)2}
= ρ
{−c2s(k21 + k22)− [c2s(k21 + k22)− (ω − vk1)2]}
= −µ[k21 + k22 + κ2s] (2.36)
On en de´duit (2.34)

Pour la commodite´ du calcul, on va repre´senter les expressions de Uˆ et tˆ sous la forme matricielle
suivante : (
Uˆ
tˆ
)
= CeA
=
[
C11 C12
C21 C22
] [
e− 0
0 e+
](
A−
A+
)
(2.37)
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ou` :
A− = {A−1 , A−2 , A−3 }t ; A+ = {A+1 , A+2 , A+3 }t ; (2.38)
e− =

 e−κpX3 0 00 e−κsX3 0
0 0 e−κsX3

 ; e+ =

 eκpX3 0 00 eκsX3 0
0 0 eκsX3

 (2.39)
C11 =

 k1 0 κsk2 κs 0
iκp ik2 ik1

 C12 =

 k1 0 −κsk2 −κs 0
−iκp ik2 ik1

 (2.40)
C21 =

 −2µk1κp −µk1k2 −µ(k21 + κ2s)−2µk2κp −µ(k22 + κ2s) −µk1k2
−iµ(k21 + k22 + κ2s) −2iµk2κs −2iµk1κs

 (2.41)
C22 =

 2µk1κp −µk1k2 −µ(k21 + κ2s)2µk2κp −µ(k22 + κ2s) −µk1k2
−iµ(k21 + k22 + κ2s) 2iµk2κs 2iµk1κs

 (2.42)
Notons que le vecteur d’amplitude A se de´compose en deux sous-vecteurs A− et A+ qui cor-
respondent aux termes d’exponentielles ne´gatives et aux termes d’exponentielles positives, respec-
tivement. En fait, ces deux sous-vecteurs permettent de distinguer deux types d’onde dans chaque
couche : les ondes incidentes (-) et les ondes re´fle´chies (+).
Alors, dans chaque couche, on peut exprimer les transformations de Fourier des vecteurs des
de´placements et des contraintes (Uˆ et tˆ) en fonction du vecteur d’amplitude A. Ce vecteur sera
de´termine´ a` partir des conditions aux limites.
2.3.3 Conditions aux limites
Supposons que le demi-espace conside´re´ se compose de n couches, on a vu qu’il y a 6 inconnues
dans chaque couche. Il faudra donc e´tablir 6×n e´quations pour re´soudre le proble`me. Ces e´quations
viennent des conditions aux limites.
• Condition de continuite´. Sur l’interface entre deux couches, on a la continuite´ des de´placements
et des contraintes. Conside´rons l’interface entre deux couches i et i + 1, on a :(
Uˆ
tˆ
)i
=
(
Uˆ
tˆ
)i+1
(2.43)
or par l’e´criture de (2.37) :
CieiAi = C
i+1ei+1Ai+1 a` X3 = hi,i+1 (2.44)
ou` hi,i+1 de´signe la profondeur de la position de l’interface entre deux couches i, i + 1.
• Condition aux limites sur la surface libre. A la surface libre, X3 = 0, on a e = 1 , la
condition d’e´quilibre des contraintes s’e´crit :
[
C21 C22
]1( A−
A+
)
1
= fˆ a` X3 = 0 (2.45)
ou` fˆ est la TF du vecteur force applique´ sur la surface qui peut eˆtre de´termine´e en fonction de
sa forme :
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◦ cas d’une force ponctuelle :
fˆ =
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
f0e
iωtδ(X1)δ(X2)δ(X3)e
−ik1X1e−ik2X2dX1dX2
= f0e
iωtδ(X3) (2.46)
◦ cas d’une force uniforme :
fˆ =
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
f0e
iωtH(|a| −X1)H(|b| −X2)δ(X3)e−ik1X1e−ik2X2dX1dX2
=
4f0e
iωtδ(X3) sin(k1a) sin(k2b)
k1k2
(2.47)
• Condition aux limites a` l’infini. La dernie`re couche n est un demi-espace et donc quand
X3 → +∞ : Uˆ → 0. Cette condition impose que :
A+n = 0 (2.48)
2.3.4 E´tablissement et re´solution du syste`me d’e´quations
Le proble`me se rame`ne alors a` un syste`me d’e´quations line´aires de 6 × n inconnues : 3 a` la
surface libre, 3 a` l’infini et 6(n− 1) a` (n− 1) interfaces. Les coefficients A peuvent eˆtre de´termine´s
en principe normalement. Cependant, dans la mise en œuvre nume´rique, ce syste`me d’e´quations
ne peut presque pas eˆtre forme´ parce que les valeurs des termes exponentiels exce`dent facilement
la valeur limite de repre´sentation des chiffres dans l’ordinateur quand k1, k2 tendent vers l’infini et
aussi quand X3 devient grand. Afin d’e´viter cet inconve´nient, les traitements particuliers suivants
peuvent eˆtre utilise´s.
Comme A est constant dans chaque couche et comme :
AeαX3 = Aeαheα(X3−h) := A˜eα(X3−h) (2.49)
ou` A˜ est toujours constant, le proble`me ne change donc pas si l’on choisit localement pour chaque
couche i une origine des coordonne´es a` l’interface en haut [i− 1, i]. L’e´quation de la condition de
continuite´ entre deux couches [i, i + 1] (2.44) e´crite avec ce choix devient :[
Ci11 C
i
12
Ci21 C
i
22
] [
e¯−i 0
0 e¯+i
](
A−i
A+i
)
=
[
Ci+111 C
i+1
12
Ci+121 C
i+1
22
](
A−i+1
A+i+1
)
(2.50)
ou` : e¯±i = e
±
i (X3 = di) et di est l’e´paisseur de la couche i. On note aussi que comme cette condition
est e´crite a` l’origine des coordonne´es de la couche i + 1, la matrice exponentielle est e´limine´e a`
droite puisque : e−i+1(X3 = 0) = e
+
i+1(X3 = 0) = 1.
Il est plus inte´ressant d’e´crire la condition de continuite´ (2.50) comme une relation entre les
ondes entrantes et les ondes sortantes de l’interface [i, i + 1] comme suit :
(
A+i
A−i+1
)
= Qi,i+1
(
A−i
A+i+1
)
(2.51)
on appelle Qi,i+1 la matrice de transfert a` l’interface et on la de´finit par :
Qi,i+1 =
[
e¯−i L
i,i+1
11 e¯
−
i e¯
−
i L
i,i+1
12
Li,i+121 e¯
−
i L
i,i+1
22
]
(2.52)
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ondes entrantes ondes sortantes
A
+
i+1
A
−
i A
+
i
A
−
i+1 couche i+1
couche i
A
−
i−1 A
+
i−1
ondes entrantes ondes sortantes
A
+
i+1 A
−
i+1 couche i+1
couche i
couche i-1
Pour une couchePour une interface
Figure 2.2. Illustration des ondes entrantes et sortantes
ou` :
Li,i+111 = −
[
(Ci+111 )
−1Ci12 − (Ci+121 )−1Ci22
]−1 [
(Ci+111 )
−1Ci11 − (Ci+121 )−1Ci21
]
(2.53)
Li,i+112 =
[
(Ci+111 )
−1Ci12 − (Ci+121 )−1Ci22
]−1 [
(Ci+111 )
−1Ci+112 − (Ci+121 )−1Ci+122
]
(2.54)
Li,i+121 =
[
(Ci12)
−1Ci+111 − (Ci22)−1Ci+121
]−1 [
(Ci12)
−1Ci11 − (Ci22)−1Ci21
]
(2.55)
Li,i+122 = −
[
(Ci12)
−1Ci+111 − (Ci22)−1Ci+121
]−1 [
(Ci12)
−1Ci+112 − (Ci22)−1Ci+122
]
(2.56)
Avec cette fac¸on d’e´crire la condition de continuite´, on n’est plus geˆne´ par les exponentielles
positives. Si l’e´paisseur de la couche i est importante, le terme e¯−i devient tre`s petit et cela conduit
a` une tre`s petite onde re´fle´chie dans cette couche. On peut aussi ve´rifier que si deux couches sont
identiques, Ci = Ci+1 implique que L11 = 0, L12 = 1, L21 = 1, L22 = 0, i.e. A
+
i = e¯
−
i A
+
i+1 et
A−i = e¯
+
i A
−
i+1.
Par conse´quent, en connaissant les relations (2.51) pour deux interfaces [i− 1, i] et [i, i + 1], on
peut de´terminer la relation entre les ondes entrantes et les ondes sortantes dans la couche i :
(
A+i−1
A−i+1
)
= Qi−1,i+1
(
A−i−1
A+i+1
)
(2.57)
la matrice de transfert Qi−1,i+1 est une fonction de Qi−1,i et Qi,i+1 :
Qi−1,i+1 = q(Qi−1,i,Qi,i+1) (2.58)
qui est de´finie telle que :
Qi−1,i+111 = Q
i−1,i
11 + Q
i−1,i
12 R
i
a Q
i,i+1
11 Q
i−1,i
21 (2.59)
Qi−1,i+112 = Q
i−1,i
12 R
i
a Q
i,i+1
12 (2.60)
Qi−1,i+121 = Q
i,i+1
21 R
i
b Q
i−1,i
21 (2.61)
Qi−1,i+111 = Q
i,i+1
21 R
i
b Q
i−1,i
22 Q
i,i+1
12 + Q
i,i+1
22 (2.62)
ou` Ria =
(
1−Qi,i+111 Qi−1,i22
)−1
et Rib =
(
1−Qi−1,i22 Qi,i+111
)−1
.
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De´monstration.
Pour simplifier les expressions, on va noter Qi−1,i et Qi,i+1 respectivement par Q− et Q+. En utilisant
l’e´quation (2.51) : (
A+i−1
A−i
)
= Q−
(
A−i−1
A+i
)
et
(
A+i
A−i+1
)
= Q+
(
A−i
A+i+1
)
(2.63)
on a deux e´quations pour e´valuer A−i et A
+
i :{
A−i = Q
−
21A
−
i−1 + Q
−
22A
+
i
A+i = Q
+
11A
−
i + Q
+
12A
+
i+1
⇒

 A
−
i =
(
1−Q−22Q+11
)−1 [
Q−21A
−
i−1 + Q
−
22Q
+
12A
+
i+1
]
A+i =
(
1−Q+11Q−22
)−1 [
Q+11Q
−
21A
−
i−1 + Q
+
12A
+
i+1
] (2.64)
Lorsque A−i et A
+
i sont connus, on peut exprimer A
+
i−1 et A
−
i+1 en fonction de A
−
i−1 et A
+
i+1 en remplac¸ant
A−i , A
+
i dans (2.63) :
A+i−1 = Q
−
11A
−
i−1 + Q
−
12A
+
i
= Q−11A
−
i−1 + Q
−
12
(
1−Q+11Q−22
)−1 [
Q+11Q
−
21A
−
i−1 + Q
+
12A
+
i+1
]
=
[
Q−11 + Q
−
12
(
1−Q+11Q−22
)−1
Q+11Q
−
21
]
A−i−1 + Q
−
12
(
1−Q+11Q−22
)−1
Q+12A
+
i+1 (2.65)
A−i+1 = Q
+
21A
−
i + Q
+
22A
+
i+1
= Q+21
(
1−Q−22Q+11
)−1 [
Q−21A
−
i−1 + Q
−
22Q
+
12A
+
i+1
]
+ Q+22A
+
i+1
= Q+21
(
1−Q−22Q+11
)−1
Q−21A
−
i−1 +
[
Q+21
(
1−Q−22Q+11
)−1
Q−22Q
+
12 + Q
+
22
]
A+i+1 (2.66)
En notant Ria =
(
1−Q+11Q−22
)−1
et Rib =
(
1−Q−22Q+11
)−1
, on de´duit (2.57).

En utilisant (2.51) et (2.57), on est capable de calculer la matrice de transfert Q pour un
nombre de couches quelconque de fac¸on ite´rative. On peut pre´senter la relation entre les ondes
dans la premie`re couche 1 et la dernie`re n par :(
A+1
A−n
)
= Q1,n
(
A−1
A+n
)
(2.67)
ou` Q1,n est de´termine´ par une formule re´cursive :
Q1,n = q
(
Q1,n−1,Qn−1,n
)
i = 2÷ n− 1 (2.68)
la matrice Qn−1,n est calcule´e par (2.51), la matrice Q1,n−1 est de´termine´e en utilisant la meˆme
relation (2.68) a` partir de Q1,n−2 et Qn−2,n−1, etc.
A ce stade, on peut trouver facilement les vecteurs d’amplitude Ai. La condition a` l’infini (2.48)
qui impose que A+n = 0 nous donne :
A+1 = Q
1,n
11 A
−
1 (2.69)
et tenant compte de la condition a` la surface libre (2.45) :
C121A
−
1 + C
1
22A
+
1 = fˆ
les deux vecteurs A−1 et A
+
1 s’en de´duisent imme´diatement :
A−1 =
[
C121 + C
1
22Q
1,n
11
]−1
fˆ
A+1 = Q
1,n
11
[
C122Q
1,n
11 + C
1
21
]−1
fˆ
(2.70)
Lorsque A1 est connu, les vecteurs Ai de toutes les couches peuvent eˆtre calcule´s graˆce aux deux
relations (2.51) et (2.57). Supposons que Ai soit de´ja` connu, Ai+1 peut eˆtre de´termine´ de la fac¸on
suivante :
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(2.51) ⇒ A−i+1 = Qi,i+121 A−i + Qi,i+122 A+i+1
(2.57) ⇒ A+i+1 = Qi+1,n11 A−i+1
donc :
A−i+1 =
(
1−Qi,i+122 Qi+1,n11
)−1
Qi,i+121 A
−
i
A+i+1 = Q
i+1,n
11
(
1−Qi,i+122 Qi+1,n11
)−1
Qi,i+121 A
−
i
(2.71)
Remarque 2.3.1
1. Il faut faire attention de ne pas calculer A−i+1 et A
+
i+1 en utilisant directement l’e´quation (2.51) parce
qu’elle va faire apparaˆıtre des termes exponentiels positifs. La formule (2.71) est plus complique´e mais
ne concerne que des exponentielles ne´gatives.
2. Si le milieu conside´re´ est un demi-espace homoge`ne (une seule couche), on a tout de suite A+1 = 0 et
donc A−1 est e´value´ simplement par :
A−1 =
(
C121
)−1
fˆ (2.72)
2.3.5 Solution en espace
Lorsque les vecteurs d’amplitude A+i , A
−
i de la couche conside´re´e sont trouve´s, toutes les
inconnues dans le domaine des nombres d’ondes peuvent eˆtre de´termine´es a` chaque point k1, k2.
Les fonctions des de´placements et des contraintes sont calcule´es directement par la formule (2.37) :
Uˆ = C11 e
−A− + C12 e
+ A+ (2.73)
tˆ = C21 e
−A− + C22 e
+ A+ (2.74)
Les autres composantes du tenseur des contraintes (σˆ11, σˆ22, σˆ12) peuvent eˆtre de´termine´es de
la meˆme fac¸on qu’avec tˆ. Dans plusieurs proble`mes, il faut de´terminer aussi la vitesse v et
l’acce´le´ration a. En utilisant (2.7) et (2.8), les transformations de Fourier de ces deux inconnues
peuvent eˆtre e´value´es par :
vˆ = i(ω − vk1)Uˆ (2.75)
aˆ = −(ω2 − 2ωvk1 + v2k21)Uˆ (2.76)
En connaissant la solution dans le domaine des nombres d’ondes, il faudra calculer la trans-
formation de Fourier inverse (2.13) pour obtenir la solution en espace. Afin de pouvoir e´valuer
pre´cise´ment cette inte´gration de la transformation inverse, il est inte´ressant de voir d’abord quel
est le comportement de la solution dans le domaine des nombres d’onde et surtout de chercher s’il
existe des points singuliers. On va conside´rer ici le cas plus simple ou` le domaine est un demi-espace
homoge`ne.
Comportement de la fonction Uˆ pour un demi-espace homoge`ne.
Dans ce cas, la solution Uˆ est calcule´e simplement a` partir de (2.37) et (2.72) :
Uˆ = C11e
− (C21)
−1 fˆ (2.77)
on cherche s’il existe des points singuliers de cette fonction. Pour cela, il suffit de trouver les racines
du de´terminant de C21 qui s’exprime par :
D(k1, k2) = κ
2
s[(k
2
1 + k
2
2 + κ
2
s)
2 − 4(k21 + k22)κpκs] (2.78)
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on rappelle que :
κp =
√
k21 − (kp −mpk1)2 + k22 ; κs =
√
k21 − (ks −msk1)2 + k22
kp,s =
ω
cp,s
; mp,s =
v
cp,s
On peut trouver tout de suite que k1 = k2 = 0 est une racine de (2.78) si et seulement si ω = 0.
Pour les autres racines, en supposant que k21 + k
2
2 6= 0, on peut diviser (2.78) par (k21 + k22)2 pour
obtenir : [
2− (ks −msk1)
2
k21 + k
2
2
]2
− 4
[
1− (ks −msk1)
2
k21 + k
2
2
] 1
2
[
1− (kp −mpk1)
2
k21 + k
2
2
] 1
2
= 0 (2.79)
soit :
2− 1
c2s
(
ω − vk1√
k21 + k
2
2
)22 − 4

1− 1
c2s
(
ω − vk1√
k21 + k
2
2
)2
1
2

1− 1
c2p
(
ω − vk1√
k21 + k
2
2
)2
1
2
= 0 (2.80)
Cette e´quation est bien connue comme l’e´quation de Rayleigh et a toujours une racine diffe´rente
de ze´ro. La racine non-nulle cR est appele´e la vitesse d’onde de surface (ou la vitesse d’onde de
Rayleigh). Alors, les points singuliers vont apparaˆıtre au lieu des points qui ve´rifient :
|ω − vk1|√
k21 + k
2
2
= cR (2.81)
Cette relation nous permet de calculer k2 en fonction de k1 comme suit :
k2 = ± k1
cR
√(
ω
k1
− v
)2
− c2R (2.82)
Rappelons que k1 et k2 sont re´els. Donc, la condition d’existence de k2 qui ve´rifie (2.81) implique :∣∣∣∣ ωk1 − v
∣∣∣∣ ≥ cR (2.83)
Par ailleurs, les points qui ve´rifient κs = 0 sont aussi les racines de D(k1, k2) (2.78). Ces points
doivent eˆtre les racines d’une e´quation qui a la meˆme forme que l’e´quation 2.81 :
|ω − vk1|√
k21 + k
2
2
= cs (2.84)
La condition d’existence de k2 qui ve´rifie cette e´quation est :
∣∣∣∣ ωk1 − v
∣∣∣∣ ≥ cs.
En bref, Uˆ(k1, k2) n’est pas du tout une fonction re´gulie`re. Elle a des points singuliers appa-
raissant pour plusieurs valeurs de k1, k2 :
• sur la ligne k1 = ω/v, ∀k2.
• ensuite, il y a des possibilite´s d’avoir d’autres points singuliers qui de´pendent des valeurs de ω
et de v :
◦ si ω 6= 0, v < cR < cs : il y a des points singuliers sur deux couples de lignes qui sont limite´es
dans k1 ∈ [−ω/(cR − v), ω/(cR + v)] et k1 ∈ [−ω/(cs − v), ω/(cs + v)] .
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◦ si ω 6= 0, cs > v > cR : il y a des points singuliers sur deux couples de lignes qui sont
respectivement de´finies telles que k1 ∈ [−∞, ω/(cR + v)]∪ [ω/(v− cR),+∞] et k1 ∈ [−ω/(cs−
v), ω/(cs + v)].
◦ si ω 6= 0, v > cs > cR : il y a des points singuliers sur deux couples de lignes qui sont
respectivement de´finies telles que k1 ∈ [−∞, ω/(cR+v)]∪[ω/(v−cR),+∞] et k1 ∈ [−∞, ω/(cs+
v)] ∪ [ω/(v − cs),+∞]
Une repre´sentation des positions des points singuliers dans deux cas subsoniques et supersoniques
est pre´sente´e dans la figure 2.3.
p−
R
=
ω
cR − v
;
p−s =
ω
cs − v
;
p+
R
=
ω
cR + v
p+s =
ω
cs + v
k
2
p+
R
p+s
ω
v
−p−
R
k1
(c) cR < cs < v
−p−s
k
2 ω
v
p+
R
−p−s−p
−
R
p+s
k1
(a) v < cR < cs
k
2 −p−s p
+
R
ω
v
−p−
R
p+s
k1
(b) cR < v < cs
Figure 2.3. Points singuliers dans les cas subsonique et supersonique
Remarque 2.3.2
On peut en de´duire facilement que dans le cas de la charge constante, i.e ω = 0, les points singuliers se
trouvent :
• sur la ligne k1 = 0.
• si v < cR < cs : il n’y a pas d’autres points singuliers.
• si cs > v > cR : il y a des points singuliers sur les deux lignes droites k2 = ±k1
√
(v/cR)2 − 1.
• si v > cs > cR : il y a des points singuliers sur les quatre lignes droites k2 = ±k1
√
(v/cR)2 − 1 et
k2 = ±k1
√
(v/cs)2 − 1.
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Technique d’e´valuation de la transformation de Fourier inverse
Il faudra calculer l’inte´gration de la transformation de Fourier inverse (2.13) pour de´terminer
la solution dans l’espace. En principe, la technique de transformation de Fourier rapide (FFT) [93]
dans deux directions de k1, k2 peut eˆtre utilise´e mais avec beaucoup de points de calcul, surtout
dans le cas supersonique (cela peut meˆme de´passer la capacite´ de me´moire vive des machines).
La solution est de prendre une inte´gration nume´rique en k2 et la FFT en k1. Puisque les solu-
tions (note´es hˆ) dans le domaine des nombres d’onde sont tre`s singulie`res, dans la mise en œuvre
nume´rique, on a utilise´ les techniques suivantes :
• Au point k1 = k2 = 0 ou` il y a toujours la singularite´, la fonction hˆ(0, 0) est prise comme la valeur
moyenne h¯0 des points voisins. On e´value la partie au dessus (voir la figure 2.4) en utilisant la
formulation d’inte´gration nume´rique de Gauss. Cette inte´gration sera ajoute´e dans le re´sultat de
la transformation de Fourier inverse avec h¯0.
k2
k1
∆k2
inte´gration de Gauss
∆k1
Figure 2.4.
• Aux points qui se trouvent sur la ligne k1 = ω/v, la fonction hˆ(ω/v, k2) est calcule´e de fac¸on
approximative par :
hˆ(ω/v, k2) =
1
2
[hˆ(ω/v − ε, k2) + hˆ(ω/v + ε, k2)] (2.85)
ou` ε est une petite perturbation et est prise e´gale a` 10−3 ×∆k1.
• Pour l’inte´gration nume´rique en k2, on a choisi la formulation adaptative de Filon qui permet
d’inte´grer nume´riquement des fonctions du type sinuso¨ıdal. La formulation de´taille´e est pre´sente´e
dans l’annexe A.
• Pour les singularite´s aux points (k1, k2) ve´rifiant (2.82), on peut ajouter une petite viscosite´ dans
le mode`le en prenant un module e´lastique complexe qui s’exprime par :
E∗ = E[1 + iζ sign(ω − vk1)] (2.86)
ou` ζ de´signe la viscosite´. Ce coefficient de viscosite´ de´place les poˆles de l’axe re´el et la fonction
dans l’inte´gration de la transformation est de´finie nume´riquement de fac¸on normale.
Remarque 2.3.3
1. Dans le cas subsonique, les fonctions de Uˆ et σˆ sont assez re´gulie`res, l’algorithme de transformation de
Fourier rapide (FFT) dans deux dimensions (k1, k2) peut eˆtre utilise´ avec un petit nombre de points.
L’utilisation de la FFT dans ce cas est pre´fe´re´e comme elle est beaucoup plus rapide que celle qui utilise
l’inte´gration nume´rique.
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2. On peut re´duire le temps de calcul de l’inte´gration nume´rique de Filon dans la direction k2 en remarquant
que les composantes u11, u
1
3, u
2
2, u
3
1, σ
1
13, σ
2
23, σ
3
33, σ
3
13 sont syme´triques en fonction du nombre d’onde k2
(on note (.)i la re´ponse due a` la force qui s’applique suivante la direction i).
3. Le module d’e´lasticite´ complexe s’e´crit habituellement E∗ = E (1 + iζ) pour les e´quations vibratoires
classiques dans le domaine des fre´quences. Cependant, le module dans ce cas (2.86) de´pend aussi du signe
de ω − vk1. En fait, ce terme vient de la loi de comportement visco-e´lastique e´crite dans le domaine des
nombres d’ondes apre`s un changement de variable. Conside´rons une relation de contrainte-de´formation
visco-e´lastique uniaxiale du type de Kelvin-Voigt suivante :
σ = E + η˙ (2.87)
Cette relation dans le repe`re mobile en remplac¸ant ˙ par v,x s’e´crit : σ = E + η(iω − v,x) et sa
transformation dans le domaine des nombres d’onde donne :
σˆ = Eˆ + iη(ω − vk1)ˆ (2.88)
on voit bien que le module d’e´lasticite´ est complexe et de´pend strictement du signe de (ω − vk1).
2.4 Validation et exemples nume´riques
2.4.1 Proble`me statique
Le premier test est pour valider la me´thode de calcul dans le cas plus simple ou` on conside`re une
force statique fixe´e s’appliquant sur la surface libre d’un demi-espace homoge`ne. Ceci est appele´
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Figure 2.5. Comparaison des re´sultats nume´rique et analytique de
de´placements et de contraintes dans le cas statique
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le proble`me de Boussinesq et ses solutions sont donne´es explicitement sous forme analytique (voir
par exemple dans [56], chapitre 3).
Les caracte´ristiques physiques du milieu sont la masse volumique ρ de 1000 kg.m−3, le module
d’Young E de 50 MPa et le coefficient de Poison ν de 0.3. La force statique a une amplitude de
1000 N et applique verticalement sur la surface libre du milieu solide. A cause de la singularite´ qui
apparaˆıt quand la vitesse tend vers ze´ro, la force statique est simule´e par une charge qui se de´place
avec une tre`s petite vitesse de 0.5 m.s−1.
Les nombres d’e´chantillons dans les deux directions k1, k2 sont pris identiques N1 = N2 = 256
points et les pas d’e´chantillonage sont ∆k1 = ∆k2 = 0.2. Pour l’inte´gration nume´rique au voisinage
de la force, on prend 7 points de Gauss.
On pre´sente dans la figure 2.5 la comparaison entre les re´sultats nume´riques et analytiques.
Les solutions compare´es sont des de´placements (horizontaux et verticaux) et des contraintes (de
cisaillement et normales) a` la profondeur de h = 0.3 m. Les re´sultats obtenus sont parfaitement
identiques dans les deux cas.
On profite aussi de cet exemple pour voir l’effet de l’inte´gration par les points de Gauss au
voisinage du point singulier k1 = k2 = 0. La diffe´rence entre deux calculs avec ou sans l’inte´gration
de Gauss est pre´sente´e dans la figure 2.6.
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Figure 2.6. Effet de l’inte´gration avec points de Gauss
2.4.2 Proble`me d’un milieu homoge`ne
On va conside´rer dans cet exemple le cas d’un demi-espace homoge`ne. Les caracte´ristiques
physiques de ce demi-espace sont pre´sente´es dans le tableau 2.1. Le proble`me est calcule´ d’abord
avec une charge constante, puis avec une charge harmonique.
Tableau 2.1. Caracte´ristiques physiques du milieu solide
ρ E ν cp cs cR
(kg.m−3) (MPa) (m.s−1) (m.s−1) (m.s−1)
1700 100 0.25 265.7 153.4 141
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A. Charge constante
On applique une charge mobile dont l’amplitude est de 170 kN a` diffe´rentes vitesses. En com-
parant aux vitesses des ondes de Rayleigh, de cisaillement et de compression (tableau 2.1), on va
utiliser quatre valeurs de la vitesse de charge : 100m.s−1, 150m.s−1, 200m.s−1 et 300m.s−1 afin
d’obtenir les cas subsonique, transonique et supersonique (ces quatre vitesses correspondent aux
cas v < cR, cR < v < cs, cs < v < cp et v > cp).
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Figure 2.7. Comparaison des re´ponses d’un demi-espace ho-
moge`ne dues aux diffe´rentes vitesses.
La figure 2.7 pre´sente les re´sultats des de´placements horizontaux et verticaux, aussi des contraintes
normales et de cisaillement duˆs aux diffe´rentes vitesses. Le profondeur de calcul est 0.1 m. Les pa-
rame`tres de calcul comme le nombre des points pour la FFT, la fre´quence “cut-off ” des nombres
d’onde ... sont choisis en fonction des valeurs des vitesses. Le coefficient de viscosite´ utilise´ dans
les cas transonique ou supersonique est de 2.5%.
On constate que les points maximums sont de´place´s vers la gauche de la position de la charge
quand la vitesse augmente. Les valeurs de de´placement et de contrainte sont plus e´leve´es mais
gardent toujours les meˆmes formes par rapport a` celles du cas statique. En revanche, de`s que la
vitesse de la charge de´passe la vitesse d’onde de surface, les formes sont vraiment change´es. La
re´ponse devant la force est de plus en plus diminue´e et dans le cas supersonique (v = 300 m.s−1),
il n’y a plus rien dans cette partie.
La re´ponse est plus importante dans les cas transoniques, surtout quand la vitesse de la charge
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est au voisinage de la vitesse d’onde de Rayleigh. Quand v = 200m.s−1, cs < v < cp, la re´ponse
devant la force n’est due qu’aux ondes de compression qui se propagent radialement. C’est pourquoi
les re´sultats de ce cas montrent qu’il y a presque uniquement le de´placement horizontal dans la
zone X1 > 0 .
On visualise dans la figure 2.8 le de´placement vertical de la surface horizontale a` la profondeur
de 0.1m dans deux cas subsonique et supersonique. La solution re´gulie`re en subsonique devient
une fonction avec une surface d’onde de choc. On voit bien dans cette figure cette surface qui est
appele´e le coˆne de Mach dans la litte´rature.
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Figure 2.8. Subsonique et supersonique
La figure 2.9 pre´sente les re´sultats d’acce´le´ration verticale. On peut constater que les valeurs
maximums des acce´le´rations deviennent tre`s grandes (impossible dans la re´alite´) dans les cas su-
personiques aux endroits ou` il y a des chocs. Ce proble`me vient de la singularite´ due a` la force
ponctuelle. On va voir apre`s que les re´sultats peuvent eˆtre nettement ame´liore´s en utilisant une
charge de forme re´gulie`re (de type Gaussien).
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Figure 2.9. Acce´le´ration dues aux diffe´rentes vitesses
B. Charge harmonique
Le proble`me est conside´re´ cette fois avec une charge mobile ponctuelle harmonique dont la
fre´quence est f0 (f0 =
ω
2pi
). Les calculs sont re´alise´s avec diffe´rentes vitesses et fre´quences de
la charge pour voir ses influences sur le domaine. On pre´sente ici seulement les solutions de
de´placement vertical.
◦ Effet des vitesses. Une force harmonique de fre´quence 20Hz est utilise´e dans le calcul pour les
diffe´rentes vitesses de v = 50, 100, 150, 200, 300m.s−1 , les de´placements sont calcule´s a` la profon-
deur 0.25m.
Les solutions quand v = 50 et 100m.s−1 pre´sente´es dans la figure 2.10 montrent bien l’effet
Doppler ou` la vitesse de la charge change la fre´quence de la propagation d’onde dans les deux
parties : devant et derrie`re la force. Les longueurs d’onde changent strictement en fonction de la
vitesse de charge.
◦ Effet des fre´quences. On pre´sente les re´sultats a` la profondeur 0.05m pour plusieurs valeurs de
fre´quences (f0 = 20, 50, 100, 200Hz) dans deux cas : subsonique (v = 100ms
−1) et supersonique
(v = 300m.s−1).
Les figures 2.11a,b montrent les re´sultats dans les e´chelles normales. Pour comparer les valeurs
aux points maximums, on trace dans les figures 2.11c,d les de´placements en fonction d’un parame`tre
sans dimension de´fini par
X1f0
v
qui permet de placer les pics aux meˆmes positions.
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Figure 2.10. Comparaison des re´ponses d’un demi-espace homoge`ne dues aux diffe´rentes vitesses.
-6
-4
-2
0
2
4
6
8
10
12
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
u
3 
(m
m)
X1f0/v
(c)  v = 100m.s-1
f = 20Hz
f = 50Hz
f = 100Hz
f = 200Hz
-6
-4
-2
0
2
4
6
8
10
12
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
-6
-4
-2
0
2
4
6
8
10
12
-1.5 -1 -0.5 0 0.5
u
3 
(m
m)
X1 (m)
(a)  v = 100m.s-1
f = 20Hz
f = 50Hz
f = 100Hz
f = 200Hz
-2
0
2
4
6
8
10
12
14
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
u
3 
(m
m)
X1f0/v
(d)  v = 300m.s-1
f = 20Hz
f = 50Hz
f = 100Hz
f = 200Hz
-2
0
2
4
6
8
10
12
14
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
-2
0
2
4
6
8
10
12
14
-1.5 -1 -0.5 0 0.5
u
3 
(m
m)
X1 (m)
(b)  v = 300m.s-1
f = 20Hz
f = 50Hz
f = 100Hz
f = 200Hz
Figure 2.11. Effet des diffe´rentes fre´quences
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2.4.3 Proble`me d’un milieu multicouche
Cet exemple conside`re le cas ou` le milieu se compose de 2 couches de deux mate´riaux diffe´rents :
la premie`re est une couche d’e´paisseur 30cm, la deuxie`me est un demi-espace infini. Les deux
mate´riaux utilise´s ici n’ont que les modules d’Young de diffe´rents. On note E1 le module d’Young
de la premie`re couche et E2 celui du demi-espace. On va conside´rer deux cas diffe´rents pour la
relativite´ entre les rigidite´s de deux couches :
(i) Une couche souple sur un demi-espace rigide : E1 = 100 MPa, E2 = 200 MPa.
(ii) Une couche rigide pose´e sur un demi-espace souple : E1 = 200 MPa, E2 = 100 MPa
Les caracte´ristiques qui correspondent a` ces deux mate´riaux sont pre´sente´es dans le tableau 2.2.
Tableau 2.2. Caracte´ristiques des deux couches
ρ E ν cp cs cR
(kg.m−3) (MPa) (m.s−1) (m.s−1) (m.s−1)
1700 100 0.25 265.7 153.4 141
1700 200 0.25 375.7 216.9 198.7
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Figure 2.12. Milieu a` deux couches
La figure 2.12 pre´sente les solutions dans les deux cas en les comparant avec celles des deux
cas de milieu homoge`ne : E = 100 MPa et E = 200 MPa. Les calculs sont re´alise´s pour 4 vitesses
diffe´rentes : v = 100, 200, 300, 400 m.s−1. Le parame`tre e´value´ est le de´placement vertical dans la
premie`re couche a` la profondeur 0.1m.
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On appelle les solutions des cas (i) et (ii) respectivement u1 et u2 et les solutions dans les cas
de milieux homoge`nes (E = 100, 200 MPa) sont u¯1 et u¯2. En regardant les re´sultats obtenus, on
peut faire les remarques suivantes :
- Quand v = 100m.s−1, cette vitesse est subsonique pour les deux milieux. On constate que
u1 < u¯1 et u2 > u¯2 au voisinage de la force mais u1 = u¯1 et u2 = u¯2 au loin.
- Quand v = 200m.s−1 :
◦ Pour le cas (i) : c1s < v < c2s, u1 = u¯1 au voisinage de la force.
◦ Pour le cas (ii) : c1s > v > c2s, u2 et u¯2 ont les meˆmes formes mais avec diffe´rentes valeurs.
- Quand v = 300m.s−1 ou v = 400m.s−1 : dans les deux cas, on a u1 = u¯1 et u2 = u¯2 au voisinage
de la force. Les diffe´rences deviennent plus importantes au loin.
En bref, on peut dire que la re´ponse au voisinage de la force dans la premie`re couche est un
peu influence´e par le demi-espace en dessous dans le cas subsonique. Au contraire, dans le cas
supersonique, elle est presque identique par rapport a` celle du cas homoge`ne. Physiquement, c’est
parce que dans le cas supersonique, les ondes re´fle´chies dues a` la deuxie`me couche n’ont pas
suffisamment de temps pour influencer les points au voisinage de la force.
2.5 Applications
On va traiter dans cette partie un proble`me avec le chargement d’un boggie qui se compose de
deux essieux comme dans la figure 2.13. L’inte´reˆt de ce calcul est de trouver les cas critiques ou`
les acce´le´rations sur la surface de la couche de ballast de´passent la gravite´ ce qui peut faire sauter
les cailloux de la voie.
2b
Q = 17 t Q = 17 t
L
Figure 2.13.
Pour calculer la force, Alaoui et Naciri [4] ont propose´ une formule analytique de la force
verticale exerce´e par le rail sur un blochet (i.e. la force totale dans le rectangle pointille´ dans la
figure 2.13) lors du passage d’un boggie :
F (t,Q, V ) =
QY
2
[
X(
V t−a
d )
2
+ X(
V t−a−L
d )
2]
(2.89)
ou` : Q est la charge par essieu (N) qui vaut 17 tonnes, V est la vitesse du train (m.s−1), t est le
temps (s), d est la distance entre les traverses (d = 0.6m), a est une distance critique (a = 3m qui
est e´quivalent a` 5d), X,Y sont des variables sans dimension comprises entre 0 et 1 qui de´pendent
du module d’Young Es du sol. Les valeurs de X et Y de´pendantes du module d’Young du sol sont
pre´sente´es dans le tableau 2.3.
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Tableau 2.3. Valeurs des X et Y en fonction du module d’Young du sol
Es (MPa) 10 30 60 80 100
X 0.82 0.715 0.64 0.625 0.61
Y 0.23 0.32 0.38 0.41 0.43
Supposons que la charge est re´partie uniforme´ment sur les traverses dont la largeur est 2b =
2.415m, la charge en espace a` chaque instant t peut eˆtre repre´sente´e par :
f(x1, x2, t) =
QY
2b
[
X

V t−x1−a
d  
2
+ X

V t−x1−a−L
d  
2]
H(b− |x2|) (2.90)
cette charge dans le repe`re mobile s’e´crit :
f(X1, X2) =
QY
2b

X
!
X1+
L
2
d "
2
+ X
!
X1−
L
2
d "
2

H(b− |X2|) (2.91)
La figure (2.14) montre les signaux de force en temps (2.89) et en espace (2.91) qui sont sous la
forme d’une lettre M .
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Figure 2.14. Signal de force en M
Le couplage entre le sol et le ballast est conside´re´ comme une structure ou` il y a une couche
d’e´paisseur de 0.3m (pour le ballast) pose´e sur un demi-espace homoge`ne (pour le sol). Cela conduit
a` un proble`me avec une distribution de charge mobile (Eq. 2.91) qui se de´place sur la surface d’un
milieu a` 2 couches. Il faut alors exprimer la formule analytique de la transformation de Fourier
(2.12) du signal de la charge (2.91) :
fˆ(k1, k2) = 2QY d
√
− pi
lnX
exp
(
d2k21
4 ln X
)
cos
(
k1L
2
)
sin(k2b)
k2b
(2.92)
On va pre´senter dans la suite seulement les solutions d’acce´le´ration verticale. Rappelons que la
direction positive de l’axe vertical X3 est vers en bas, la condition pour que les cailloux ne sautent
pas est amin > −g ou` g = 9.81 est l’acce´le´ration de gravite´.
2.5.1 Effet de la vitesse et de la fre´quence
Conside´rons le cas ou` on a les modules d’Young du ballast (Eb) et du sol (Es) respectivement
de 200 MPa et 100 MPa. On pre´sente dans la figure 2.15 les re´sultats des acce´le´rations verticales
a` la profondeur 5cm dans les diffe´rentes situations de vitesse et aussi de fre´quence.
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Les figures 2.15a et 2.15b montrent que les acce´le´rations augmentent rapidement en fonction
de la vitesse et aussi de la fre´quence du train. Avec la pre´sence de la fre´quence, les acce´le´rations
ne sont plus syme´triques par rapport a` la position de la force et l’influence de la fre´quence est plus
importante sur la partie droite de la charge.
On remarque aussi que dans ce cas ou` le signal de force est une fonction re´gulie`re, il n’y a plus
de proble`me de points singuliers duˆs a` la charge ponctuelle dans la solution en acce´le´ration (comme
on a vu dans la figure 2.9).
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Figure 2.15. Acce´le´ration a` la profondeur 5cm
2.5.2 Effet des couches
On re´alise plusieurs calculs avec diffe´rentes caracte´ristiques physiques pour le ballast et le sol.
La charge est constante. On choisit deux modules d’Young pour le ballast (Eb = 100, 200 MPa) et
trois modules d’Young pour le sol (Es = 60, 100, 150 MPa).
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Figure 2.16. Acce´le´rations minimums a` la profondeur 5cm
Pour chaque cas de (Eb,Es), on peut de´terminer les valeurs d’acce´le´ration minimum en fonction
de la vitesse de la charge. Ces fonctions sont trace´es dans la figure 2.16 qui montrent des croissances
de type exponentiel des acce´le´rations minimums quand la vitesse devient plus grande.
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On peut de´terminer aussi, pour chaque configuration de (Eb,Es), la vitesse ou` l’acce´le´ration
minimum de´passe la gravite´ (qu’on appelle la vitesse critique). Ces valeurs critiques de vitesse (qui
sont de´ja` converties en km/h) sont montre´es dans le tableau 2.4.
Tableau 2.4. Vitesses critiques en fonction du ballast et du sol
Eb (MPa) 100 200
Es (MPa) 60 100 150 60 100 150
Vitesses critiques (km/h) ≈ 333 363 394 373 416 461
Les re´sultats obtenus montrent que, avec le meˆme module d’Young du ballast Eb, l’acce´le´ration
minimum est plus importante si le sol est plus souple. Ceci ve´rifie le fait que le phe´nome`ne de guide
d’onde est plus important si la rigidite´ relative entre le ballast et le sol est plus grande (il y a plus
d’ondes fle´chies dans ce cas). On voit bien aussi que les acce´le´rations minimums sont plus faibles
dans le cas ou` la raideur du ballast est petite avec le meˆme sol.
2.6 Conclusion
Une me´thode semi-analytique pour re´soudre le proble`me line´aire de la propagation des ondes
dans un milieu solide multicouche dues aux forces applique´es sur la surface en re´gime permanent
est pre´sente´e dans cette partie. Les charges constantes ou harmoniques sont possibles. Un code de
calcul a e´te´ aussi programme´ en langage C++.
Les exemples nume´riques illustrent les re´ponses de diffe´rents milieux qui de´pendent fortement
de la vitesse et de la fre´quence de la charge, et aussi de l’e´lasticite´ du milieu. Ils ont indique´ aussi
que la charge ponctuelle n’est pas bonne pour de´crire la charge re´elle du train a` cause de sa forme
singulie`re. Il faudra utiliser un signal re´gulier pour e´viter ce proble`me. Un signal de force en M a
e´te´ utilise´ pour tenir compte de la re´partion de force du rail sur les blochets.
Pour un calcul plus de´taille´, il faut poser un proble`me de couplage du milieu multicouche avec
le rail (qui peut eˆtre mode´lise´ par une poutre d’Euler-Bernouilli ou de Timoshenko). En plus,
la pe´riodicite´ cause´e par les blochets peut avoir un droˆle important et doit eˆtre ajoute´e dans le
mode`le. La me´thode semi-analytique pre´sente´e dans cette partie est toujours valable.
Cependant, cette me´thode est limite´e aux proble`mes line´aires. C’est pourquoi, on n’approfon-
dira pas l’e´tude de ce cas et on ne cherchera pas a` inclure le rail et les blochets. Dans le cas
non-line´aire, il faudra introduire des me´thodes nume´riques, par exemple, la me´thode des e´le´ments
finis. On va discuter ce proble`me dans les chapitres suivants.
Deuxie`me partie
Mode`les unidimensionnels
non-line´aires
Chapitre 3
Milieu a` comportement uniaxial
soumis a` une charge mobile
3.1 Introduction
3.1.1 Mode`le simplifie´ du proble`me
Dans les e´tudes sur le proble`me dynamique des voies ballaste´es soumises aux passages des trains,
la structure de couplage entre le ballast et le sol peut eˆtre conside´re´e par un mode`le simplifie´ ou`
la voie ballaste´e est mode´lise´e par une poutre nonline´aire et la fondation (le sol) est mode´lise´e
par un syste`me de ressorts-amortisseurs (la fondation de Winkler). La figure 3.1 repre´sente une
illustration de ce mode`le simplifie´ avec une force mobile de vitesse constante v.
y
−∞ +∞ρ, S,Ex
fδ(x − vt)
Figure 3.1. Mode`le d’une poutre soumise a` une force mobile sur une fondation de Winkler
On s’inte´resse a` l’influence de la nonline´arite´ de cette poutre sur la re´ponse dynamique en
re´gime stationnaire avec une vitesse de la charge constante. On s’inte´resse aussi aux cas ou` la
vitesse de la charge devient tre`s grande ou e´ventuellement, aux cas supersoniques (quand la vitesse
de´passe la ce´le´rite´ des ondes dans la poutre).
Dans un premier temps, on va simplifier encore le proble`me en tenant compte seulement de la
composante horizontale de la force f . On se rame`ne a` un proble`me uniaxial ou` la poutre dans la
figure 3.1 devient une barre et la partie verticale du syste`me des ressorts-amortisseurs peut eˆtre
supprime´e (figure 3.2). Dans ce chapitre, on ne conside`re que ce cas plus simple parce que pour
celui-ci, l’e´quation dynamique a` re´soudre devient une e´quation aux de´rive´es partielles d’une seule
variable et on peut chercher des me´thodes nume´riques performantes qui seront ensuite utilise´es pour
des proble`mes plus complique´s (avec la poutre ou le milieu massif ...). En plus, on peut trouver
la solution analytique, meˆme dans le cas nonline´aire pour pouvoir valider les re´sultats nume´riques
obtenus. Le proble`me de la poutre en flexion soumise a` une charge mobile sera conside´re´ dans le
chapitre suivant.
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On va d’abord e´crire les e´quations d’e´quilibre dynamiques transitoires et stationnaires de ce
proble`me.
3.1.2 Equation transitoire
−∞ +∞
f0δ(x − vt)
ρ, S,Ex
y
(k, η)
Figure 3.2. Proble`me d’une barre
On conside`re une barre soumise a` une force axiale qui se de´place avec une vitesse v constante.
Cette barre est tenue par un syste`me uniforme de ressorts - amortisseurs (figure 3.2) dont la rigidite´
est k > 0 et l’amortissement est η > 0. L’e´quation d’e´quilibre dynamique en petite de´formation a`
un point x en fonction du temps t s’e´crit comme suit :
ρS
∂2u(x, t)
∂t2
+ η
∂u(x, t)
∂t
− S ∂σ(x, t)
∂x
+ ku(x, t) = f0δ(x− vt) (3.1)
ou` on de´signe par ρ la masse volumique suppose´e constante, S la section de la barre, u(x, t) le
de´placement et σ(x, t) la contrainte a` (x, t). La loi de comportement uniaxiale donne σ = E ou` E
est le module e´lastique et  est la de´formation qui est de´finie par  = ∂xu. Le proble`me dynamique
transitoire est donne´ par :
ρS
∂2u(x, t)
∂t2
+ η
∂u(x, t)
∂t
− ∂
∂x
(
ES
∂u(x, t)
∂x
)
+ ku(x, t) = f0δ(x − vt)
u(−∞, t) = u(+∞, t) = 0 (condition aux limites)
u(x, 0) =
∂u(x, 0)
∂t
= 0 (condition initiale)
(3.2)
La non-line´arite´ apparaˆıt quand E est une fonction de la de´formation. Ici, la non-line´arite´ de la
barre est introduite par une loi de comportement du type unilate´ral line´aire, i.e. on suppose que
cette barre a deux rigidite´s diffe´rentes en compression et en traction :
σ = Ec  si  ≤ 0 (3.3)
σ = Et  si  > 0 (3.4)
ou` Ec, Et > 0 sont deux constantes.
3.1.3 Equation stationnaire
Afin d’obtenir la solution en re´gime permanent de cette e´quation, on va effectuer le changement
de variable : x∗ = x−vt. La solution stationnaire devient statique en fonction de la nouvelle variable
u(x, t) = u∗(x∗) et de meˆme pour ses de´rive´es ∂u(x,t)
∂t
= −v ∂u∗(x∗)
∂x∗
, ∂
2u(x,t)
∂t2
= v2 ∂
2u∗(x∗)
∂x∗2
. L’e´quation
(3.2) se re´duit a` une e´quation statique :
− ∂
∂x∗
(
S(Ec,t − ρv2)∂u
∗(x∗)
∂x∗
)
− ηv∂u
∗(x∗)
∂x∗
+ ku∗(x∗) = f0δ(x
∗) (3.5)
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On remarque que la condition initiale n’est plus ne´cessaire pour le proble`me stationnaire. Pour
simplifier la notation, les “∗” sont supprime´s dans les expressions suivantes. Le proble`me se rame`ne
donc a` re´soudre l’e´quation diffe´rentielle stationnaire du 2e ordre avec les conditions aux limites
suivantes :
− ∂
∂x
(
χc,t
∂u(x)
∂x
)
− ηv ∂u(x)
∂x
+ ku(x) = f0δ(x)
u(−∞) = u(+∞) = 0
(3.6)
ou` χc,t = S(Ec,t − ρv2), ηv = ηv.
On note que la variable χ peut aussi eˆtre repre´sente´e par χc,t = ρS(c
2
c,t − v2), ou` cc,t sont les
ce´le´rite´s des ondes de compression ou de traction :
cc,t =
√
Ec,t
ρ
(3.7)
3.1.4 Me´thodes de re´solution nume´riques
Il y a deux me´thodes nume´riques pour re´soudre ce proble`me qui seront pre´sente´es dans les
sections 3 et 4. La premie`re est la me´thode classique ou` l’e´quation transitoire (3.2) est re´solue par
la me´thode des e´le´ments finis en utilisant le sche´ma implicite de Newmark. La solution stationnaire
sera obtenue apre`s certains pas de temps de calcul.
La deuxie`me me´thode est propose´e pour pouvoir trouver directement la solution stationnaire
comme un proble`me statique (3.6). La question est : peut on re´soudre l’e´quation stationnaire (3.6)
en utilisant la me´thode des e´le´ments finis ? On constate que c¸a marche tre`s bien dans le cas
subsonique. En revanche, dans le cas supersonique, c’est a` dire χ < 0, la nature de l’e´quation (3.6)
est change´e. Elle devient une e´quation du type hyperbolique qui n’assure pas la positivite´ de la
matrice de rigidite´ et la me´thode des e´le´ments finis usuelle n’est plus valable. Une autre e´quation
stationnaire qui peut eˆtre applique´e avec la me´thode des e´le´ments finis sera introduite dans la
section 4. Elle est de´duite a` partir de la discre´tisation en temps de l’e´quation transitoire par la
me´thode α-ge´ne´ralise´e.
3.2 Solution analytique du proble`me stationnaire
On cherche la solution de l’e´quation (3.6) sous la forme u(x) = Aeγx en re´solvant son e´quation
caracte´ristique : −χγ2 − ηvγ + k = 0 ce qui donne :
γ1 =
−ηv +
√
η2v + 4χk
2χ
et γ2 =
−ηv −
√
η2v + 4χk
2χ
(3.8)
Sur les intervalles ou` u′(x) est de signe constant, on peut repre´senter la solution u(x) par :
u(x) = Aeγ1x + Beγ2x (3.9)
Les inconnues A, B dans chaque intervalle sont de´termine´es a` partir des conditions :
(i) la continuite´ de u(x) et de sa de´rive´e :
#
u(x) $ = 0 ∀x ∈ [−∞,+∞] (3.10)
#
χ(x)∂xu(x) $ = 0 ∀x ∈ [−∞, 0) ∪ (0,+∞] (3.11)
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(ii) la discontinuite´ de χ(x)∂xu(x) a` x = 0 :
#
χ∂xu(x) $ x=0 = χ(0
+)∂xu(0
+)− χ(0−)∂xu(0−) = −f0 (3.12)
(iii) u(x) s’annule a` l’infini : u(+∞) = u(−∞) = 0 .
On note γ1,2 de la meˆme fac¸on que χ : γ
c,t
1,2 = γ1,2(χc,t). On va chercher les solutions pour les
diffe´rentes vitesses v (ou les χ). On suppose aussi que Ec ≥ Et (χc ≥ χt).
A. Cas 1 : χc ≥ χt > 0.
Dans ce cas, cc ≥ ct > v, la vitesse de la charge est subsonique par rapport aux deux types
d’ondes. La solution u(x) est sous la forme de deux fonctions exponentielles qui tendent vers ze´ro
a` l’infini :
u(x) =
f0
χtγt1 − χcγc2
exp(γc2x) si x > 0
u(x) =
f0
χtγ
t
1 − χcγc2
exp(γt1x) si x ≤ 0
(3.13)
De´monstration.
Comme cc ≥ ct > v, η2v + 4χk ≥ 0 et γ1, γ2 sont re´els et γ1 > 0 > γ2 pour tout χ. La condition 3.11
montre que sur un intervalle ne contenant pas 0, la de´rive´e de u(x) ne peut changer de signe qu’en passant
en un point x0 ou` u
′(x0) = 0. Si un intervalle [x0, x1] est tel que u
′(x0) = u
′(x1) = 0, on a u = 0 sur cet
intervalle. S’il n’existe qu’un seul point x0 ∈ ]0, +∞[ ou x0 ∈ ]−∞, 0[ ou` u′(x0) = 0, la condition d’existance
d’un point x0 ou` la de´rive´e de u(x) :
u′(x) = Aγ1 exp(γ1x) + Bγ2 exp(γ2x) (3.14)
s’annule est AB > 0 puisque γ1γ2 < 0. Mais la fonction u(x) qui ve´rifie cette condition tend vers ±∞
quand x →∞. Donc u′(x) ne change pas de signe sur ]−∞, 0[ et ]0, +∞[ . La solution ge´ne´rale de u(x) se
repre´sente par :
u(x) = Aeγ1x + Beγ2x si x ≥ 0 (3.15)
u(x) = Ceγ1x + Deγ2x si x < 0 (3.16)
La condition (iii) impose A = D = 0 et (i) ( % u(0) & =0) nous donne : B = C. La solution u(x) se simplifie
en :
u(x) = Beγ2x si x ≥ 0 (3.17)
u(x) = Beγ1x si x < 0 (3.18)
Il nous reste une condition % χ(0)∂xu(0) & = −f0 pour de´terminer B :
Bχ(0+)γ2(0
+)−Bχ(0−)γ1(0−) = −f0
⇒ B = f0
χ(0−)γ1(0−)− χ(0+)γ2(0+) (3.19)
On peut voir imme´diatement que B > 0 puisque χ > 0 et γ1 > 0 > γ2. En conse´quence :
◦ ∂xu(0+) = Bγ2 < 0 ⇒ χ(0+) = χc ⇒ γ1(0+) = γc1 ; γ2(0+) = γc2
◦ ∂xu(0−) = Bγ1 > 0 ⇒ χ(0−) = χt ⇒ γ1(0−) = γt1 ; γ2(0−) = γt2
Le coefficient B est donc comple`tement de´termine´ et on en de´duit (3.13) 
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B. Cas 2 : 0 > χc > χt > − η
2
v
4k
Dans ce cas, v > cc ≥ ct, la vitesse de la charge est supersonique par rapport aux deux types
d’ondes. La solution u(x) est alors de´termine´e comme suit :
u(x) = 0 x ∈ [0,+∞]
u(x) = u0(x) =
f0√
η2v + 4χck
[exp(γc1x)− exp(γc2x)] x ∈ [x0, 0]
u(x) = u1(x) =
u0
γt1 − γt2
[
− γt2 exp[γt1(x− x0)] + γt1 exp[γt2(x− x0)]
]
x ∈ [−∞, x0]
(3.20)
ou` x0 = − ln γ
c
1 − lnγc2
γc1 − γc2
< 0 et u0 = u(x0).
De´monstration.
Comme 0 > χc > χt > −η
2
v
4k , η
2
v + 4χk ≥ 0 et γ1, γ2 sont toujours re´els. γt2 > γt1 > 0 et γc2 > γc1 > 0. On
utilise les meˆmes e´tapes que pour le cas pre´ce´dent :
◦ Si ∃[x0, x1] ⊂ (]−∞, 0) ∪ (0, +∞[) tel que u′(x0) = u′(x1) = 0 ⇒ A = B = 0 si x ∈ [x0, x1] puisque
γ1, γ2 sont re´els.
◦ Si ∃x0 ∈ (0, +∞[ tel que u′(x0) = 0 ⇒ A = B = 0 si x ∈ [x0, +∞] car γ1, γ2 > 0 et (iii) ⇒ u(x) = 0
si x ∈ [x0, +∞[.
⇒ la de´rive´e u′(x) ne change pas de signe dans (0, +∞[ et il y a au maximum un point x0 ∈] −∞, 0) tel
que u′(x0) = 0. La solution ge´ne´rale u(x) est donne´e par :
u(x) = Aeγ1x + Beγ2x si x ≥ 0 (3.21)
u(x) = C1e
γ1x + D1e
γ2x si x ∈ [x0, 0] (3.22)
u(x) = C2e
γ1x + D2e
γ2x si x ∈ [−∞, x0] (3.23)
◦ u(+∞) = 0 (iii) ⇒ A = B = 0 car γ1, γ2 > 0 ⇒ u(x) = 0 si x > 0.
◦ u(0+) = u(0−) ⇒ C1 = −D1.
◦ % χ(0)∂xu(0) & = −f0 ⇒ −[C1χ(0−)γ1(0−)− C1χ(0−)γ2(0−)] = −f0
⇒ C1 = f0
χ(0−)[γ1(0−)− γ2(0−)] > 0 puisque χ < 0 et γ2 > γ1.
Comme ∂xu(0
−) = C1(γ1 − γ2) < 0 ⇒ au voisinage de x = 0, on a χ(0−) = χc, γ1 = γc1, γ2 = γc2 et on peut
en de´duire :
γc1 − γc2 =
√
η2v + 4χck
χc
⇒ C1 = f0√
η2v + 4χck
(3.24)
La fonction u(x) dans l’intervalle [x0, 0] est donc de´termine´e par :
u(x) =
f0√
η2v + 4χck
[exp(γc1x)− exp(γc2x)] (3.25)
On rappelle que cette solution u(x) est seulement valable pour la partie au voisinage du point x = 0 et
qu’elle n’est plus valable si sa de´rive´e change de signe. Pour ce cas, on peut montrer facilement qu’il existe
effectivement un point maximum qui se trouve a` x0 = − lnγ
c
1−lnγ
c
2
γc
1
−γc
2
< 0. La solution u(x) a` la gauche de x0
est une fonction croissante qui s’exprime par :
u(x) = C2 exp(γ
t
1x) + D2 exp(γ
t
2x) (3.26)
A partir des conditions u(x0) = u0 et ∂xu(x0) = 0, on de´duit :
C2 = − u0γ
t
2
γt1 − γt2
exp[−γt1x0] et D2 =
u0γ
t
1
γt1 − γt2
exp[−γt2x0] (3.27)

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C. Cas 3 : − η2v4k > χc > χt
La vitesse de charge est supersonique par rapport aux deux types d’ondes. On peut expliciter
la solution ge´ne´rale dans ce cas comme suit :
u(x) = 0 x ∈ [0,+∞]
u(x) = u0(x) =
2f0√
|η2v + 4χck|
eαcx sin (βcx) x ∈ [x1, 0]
u(x) = uk(x) = uk−1e
αa(x−xk−1)
{
cos [βa(x− xk−1)]− αa
βa
sin [βa(x− xk−1)]
}
x ∈ [xk, xk−1] ; k = 2, 3, ..,+∞
(3.28)
ou` :
x1 = − 1
βc
arctan
(
βc
αc
)
; u1 =
2f0√
|η2v + 4χck|
eαcx1 sinβcx1 (3.29)
xk = xk−1 +
pi
βa
; uk = −uk−1epi
αa
βa (3.30)
αa = − ηv
2χa
et βa =
√
|η2v + 4χak|
2χa
avec a := t si k est pair et a := c sinon (3.31)
De´monstration.
Comme − η2v4k > χc > χt, η2v + 4χk < 0 et γ1, γ2 sont imaginaires. On va e´crire γ1 et γ2 sous la forme :
γ1 = α + iβ et γ2 = α− iβ avec α = −ηv/2χ > 0 et β =
√
|η2v + 4χk|/2χ.
Sur ]0, +∞[ , si [xi, xi+1] est un intervalle ou` u′(x) est de signe constant avec u′(xi) = u′(xi+1) = 0, ces
deux points sont deux racines de u′(x) = 0 :
u′(x) = eαx[(α cosβx− β sin βx)A + iB(α sin βx + β cosβx)] = 0 (3.32)
⇔ tan(γ + βx) = iA
B
ou` γ = arccos
(
α
α2 + β2
)
(3.33)
⇒ xi+1 = xi + pi
β
(3.34)
On peut montrer que |u(xi+1)| ≥ |u(xi)| comme α > 0 et ui+1, ui ne peuvent pas tendre vers ze´ro quand
x → +∞. Donc, A = B = 0 dans cet intervalle.
S’il y a un seul point x0 ∈]0, +∞[ ou` u′(x0) = 0, ⇒ A = B = Cte dans [x0, +∞[ ⇒ u(x) → ∞ quand
x → +∞ puisque α > 0 ⇒ u′(x) ne change pas de signe dans ]0, +∞[ .
La solution ge´ne´rale u(x) devient :
u(x) = eαx[Aeiβx + Be−iβx] si x ≥ 0 (3.35)
u(x) = eαx[Cke
iβx + Dke
−iβx] si x ∈ [xk+1, xk] ⊂]−∞, 0] (3.36)
On peut de´terminer les coefficients en utilisant les conditions (i),(ii),(iii) :
◦ u(+∞) = 0 ⇒ A = B = 0 car α > 0 .
◦ u(0+) = u(0−) ⇒ C0 = −D0 ⇒ u(x) = 2iC0 eαx sin βx si x < 0.
◦ % χ(0)∂xu(0) & = −f0 ⇒ −2iC0 β(0−)χ(0−) = −f0 ⇒ 2iC = f0β(0−)χ(0−)
⇒ u(x) = 2f0√|η2v + 4χ(0−)k| e[α(0
−)x] sin [β(0−)x] puisque β =
√
|η2v + 4χk|/2χ
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◦ ∂xu(0−) = 2f0β(0
−)√
|η2v+4χ(0
−)k|
< 0 comme β(0−) < 0 donc :
u(x) =
2f0√
|η2v + 4χck|
eαcx sin (βcx) (3.37)
La de´rive´e de cette fonction va changer de signe (compression → traction) au point :
x = x1 = − 1
βc
arctan
(
βc
αc
)
ou` la solution u(x) a une valeur de :
u1 =
2f0√
|η2v + 4χck|
eαcx1 sinβcx1
On peut continuer pour trouver facilement la solution dans la zone de traction a` coˆte´ en e´crivant les conditions
de continuite´ au point x1 (u(x
−
1 ) = u1 et ∂xu(x1) = 0) et on obtient :
u(x) = u1e
αt(x−x1)
[
cosβt(x− x1)− αt
βt
sin βt(x− x1)
]
qui va atteindre un point minimum quand : x = x2 = x1 +
pi
βt
. La valeur de u(x) a` ce point x2 est :
u2 = −u1eαt(x2−x1). 
D. Cas 4 : 0 > χc > − η
2
v
4k > χt
Comme dans le cas pre´ce´dent, la vitesse de la charge dans ce cas est supersonique par rapport
aux deux types d’ondes (traction et compression).
u(x) = 0 x ∈ [0,+∞]
u(x) = u0(x) =
f0√
η2v + 4χck
[exp(γc1x)− exp(γc2x)] x ∈ [x0, 0]
u(x) = u1(x) = u0e
αt(x−x0)
{
cos [βt(x− x0)]− αt
βt
sin [βt(x− x0)]
}
x ∈ [x1, x0]
u(x) = u2(x) = − u1
γc1 − γc2
[γc2 exp(γ
c
1(x− x1))− γc1 exp(γc2(x− x1))] x ∈ [−∞, x1]
(3.38)
ou` : αt = − ηv
2χt
; βt =
√
|η2v + 4χtk|
2χt
x0 = − ln γ
c
1 − ln γc2
γc1 − γc2
< 0 ; x1 = x0 +
βt
pi
; u0 = u0(x0) ; u1 = u1(x1)
De´monstration.
La solution de ce cas est de´duite directement a` partir des solutions du cas 2 et du cas 3 car les conditions
sur χc et χt sont identiques aux cas 2 et 3, respectivement. La solution u(x) = 0 quand x > 0 est e´vidente.
Si x < 0 la solution est de´termine´e a` partir du point x = 0 de droite a` gauche :
◦ x ∈ [x0, 0], la barre est en compression, la solution u(x) = u0(x) est la meˆme que celle du cas 2.
◦ x ∈ [x1, x0], on passe de la compression a` la traction a` partir de x = x0, la solution u(x) = u1(x) est
de´termine´e sous la forme de celle du cas 3.
◦ x ∈ [−∞, x1], la barre revient en compression au point minimum x = x1. La solution u2(x) est
de´termine´e de fac¸on similaire a` la solution u1(x) sauf que l’onde conside´re´e est en compression. La
de´rive´e de cette solution ne change plus de signe jusqu’a` −∞ donc il n’a plus d’autres cas de solution.

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E. Cas 5 : χc > 0 > χt > − η
2
v
4k
On a un proble`me supersonique en traction et subsonique en compression.
Il n’y a pas de solution unique
De´monstration.
La vitesse de la charge est supersonique par rapport a` ct et est subsonique par rapport de cc, alors η
2
v +
4χc,tk ≥ 0. γ1 et γ2 sont donc toujours re´els et on peut en de´duire que γt2 > γt1 > 0 et γc1 > 0 > γc2.
◦ u(+∞) = 0 ⇒ la solution a` droite doit eˆtre en compression : u(x > 0) = Aeγc2x ⇒ A > 0 comme
u′(x > 0) = γc2Ae
γc2x < 0.
◦ La solution a` la gauche du point 0 est soit en compression soit en traction :
• Si la solution reste en compression u(0−) = Beγc1x comme u(−∞) = 0 et comme cette solution n’a
aucun point minimum. La continuite´ au point x = 0 donne B = A ⇒ u′(0−) = Aγc1eγ
c
1x > 0 ⇒
impossible.
• Si la solution est en traction, elle s’e´crit : u(x) = Ceγt1x +Deγt2x. Les conditions de continuite´ nous
donnent :
A = C + D
χcγ
c
2A− χt(γt1C + γt2D) = −f0
On n’a que deux e´quations pour trois inconnues, donc le proble`me a une infinite´ de solutions. 
On peut analyser cette solution plus en de´tail pour montrer que le coefficient A doit ve´rifier la condition
suivante :
− f0
χcγc2
≤ A ≤ − f0
χcγc2 − χtγt2
(3.39)
F. Cas 6 : χc > 0 > − η
2
v
4k > χt
Il n’y a pas de solution
De´monstration.
◦ η2v + 4χck ≥ 0 ⇒ γc1, γc2 sont re´els et γc1 > 0 > γc2 ⇒ u(x) = Aeγ
c
2x si x > 0
◦ η2v + 4χtk ≤ 0 ⇒ γt1 , γt2 sont imaginaires.
La solution a` la gauche du point x = 0 a donc la forme (voir le cas 3) :
u(x) = C1e
αtx[cosβtx− αt
βt
sin βtx] (3.40)
Cette solution a toujours un point minimum x = x0 ou` sa de´rive´e change de signe (traction → compression).
La solution u(x) pour x < x0 a donc force´ment la forme suivante :
u(x) = C2e
γc1x + D2e
γc2x (3.41)
Mais cette fonction ne peut pas s’annuler en 2 points diffe´rents ⇒ on ne peut pas avoir de solution dans ce
cas. 
Les illustrations pour les solutions analytiques dans les 6 cas conside´re´s sont pre´sente´es dans
la figure 3.3. Pour le cas 5, on trace deux solutions possibles.
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Figure 3.3. Solutions analytiques
Remarque 3.2.1
Les cas 5 et 6 montrent que les hypothe`ses utilise´es dans ce chapitre ne sont pas encore suffisantes pour
de´terminer les re´gimes permanents dans ces situations quand la vitesse de la charge est entre les valeurs de cc
et ct. Ces re´gimes permanents, s’ils existent, contiennent des ondes de choc qui doivent eˆtre e´tudie´es en tenant
compte aussi des e´quations en grande de´formation e´crites aux surfaces de discontinuite´. Pour simplifier le
proble`me, on se limitera a` l’e´tude des non-line´arite´s mate´rielles provenant des lois de comportement et on
n’e´tudiera pas les non-line´arite´s ge´ome´triques provenant de grandes de´formations.
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Remarque 3.2.2
Dans le cas line´aire, Ec = Et, le proble`me se simplifie puisque les cas 4, 5, 6 n’existent plus. Les solutions
u(x) dans les trois premiers cas se simplifient comme suit :
1. Si v < c
u(x) =
f0√
η2 + 4χk
eγ1x si x < 0 (3.42)
u(x) =
f0√
η2 + 4χk
eγ2x si x > 0 (3.43)
2. Si v > c et η2 + 4χk ≥ 0
u(x) =
f0√
η2 + 4χk
(eγ1x − eγ2x) si x < 0 (3.44)
u(x) = 0 si x > 0 (3.45)
3. Si v > c et η2 + 4χk ≤ 0
u(x) =
2f0√
|η2v + 4χk|
e−
η
2χ
x sin(
√
|η2v + 4χk|
2χ
x) si x < 0 (3.46)
u(x) = 0 si x > 0 (3.47)
3.3 Solution nume´rique du proble`me transitoire
3.3.1 Proce´dure de calcul par la me´thode des e´le´ments finis.
On va chercher la solution du proble`me dynamique (3.2) par la me´thode des e´le´ments finis en
dynamique classique [51][115]. La solution dans le re´gime permanent sera obtenue en passant le
re´gime transitoire. On note Ω = [−L,L] le domaine de calcul en espace x et T = [0, tmax] l’intervalle
de calcul en temps. Le proble`me (3.2) est pose´ ainsi :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Chercher u(x, t) : Ω× T → R tel que :
ρSu¨(x, t) + ηu˙(x, t)− (ESu′(x, t))′ + ku(x, t) = f0δ(x− vt) ∀(x, t) ∈ Ω× T
u(−L, t) = u(L, t) = 0 ∀ t ∈ T
u(x, 0) = u˙(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω
(3.48)
ou` on a utilise´ la notation u˙, u¨ pour les de´rive´es des 1e et 2e ordre en temps et u′ pour la de´rive´e
en espace.
Formulation variationnelle. On introduit les deux espaces des fonctions solutions et des fonc-
tions tests :
Ut = {u(·, t) |u(·, t) ∈ H1(Ω), u(−L, t) = u(L, t) = 0} (3.49)
W = {w |w ∈ H1(Ω), w(−L) = w(L) = 0} (3.50)
La formulation variationnelle s’e´crit alors :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Chercher u(x) ∈ Ut : Ω× T → R tel que ∀w ∈ W :
(ρS u¨(x, t), w(x))Ω + (η u˙(x, t), w(x))Ω + (ES u
′(x, t), w′(x))Ω
+(k u(x, t), w(x))Ω − (f0δ(x− vt), w(x))Ω = 0 ∀(x, t) ∈ Ω× T
u(x, 0) = u˙(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω
(3.51)
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Discre´tisation par e´le´ments finis. On va ensuite discre´tiser le domaine Ω avec N e e´le´ments.
Les approximations des fonctions u(x, t) et w sont obtenues graˆce aux fonctions d’interpolation :
u(x, t) =
∑
I=1,n
NI(x)uI(t) (3.52)
w(x) =
∑
J=1,n
NJ(x)wJ (3.53)
ou` n de´signe le nombre total de noeuds, N sont les fonctions d’interpolation, u et w sont les
vecteurs des valeurs de u(x, t) et w(x) aux noeuds. On peut en de´duire les approximations de la
vitesse u˙(x, t) et de l’acce´le´ration u¨(x, t) :
u˙(x, t) =
∑
I=1,n
NI(x)u˙I(t) (3.54)
u¨(x, t) =
∑
I=1,n
NI(x)u¨I(t) (3.55)
En appliquant ces approximations dans (3.51), le proble`me se re´duit a` un syste`me line´aire d’e´quations
aux de´rive´es partielles du 2e ordre avec les conditions initiales :
Mu¨ + Cu˙ + (Kb + Kr)u = F(t) (3.56)
u(0) = u˙(0) = 0 (3.57)
ou` on appelle M la matrice de masse, C la matrice d’amortissement, Kb, Kr les matrices de rigidite´
(de la barre et des ressorts, respectivement) qui sont de´finies par :
M =
∫
Ω
ρS Nt N dx ; C =
∫
Ω
η Nt N dx (3.58)
Kb =
∫
Ω
ES Nt,x N,x dx ; Kr =
∫
Ω
k Nt N dx (3.59)
F(t) =
∫
Ω
Nt foδ(x− vt) dx (3.60)
Discre´tisation en temps. On va re´soudre ce syste`me en utilisant le sche´ma de Newmark clas-
sique. Le sche´ma de Newmark est une me´thode “d’un pas” qui permet d’e´valuer implicitement la
solution au temps tn+1 a` partir de celle a` tn :
un+1 = u(tn+1) ≈ un + ∆tu˙n + (1− β2)∆t
2
2
u¨n +
β2∆t
2
2
u¨n+1 (3.61)
u˙n+1 = u˙(tn+1) ≈ u˙n + (1− β1)∆t u¨n + β1∆t u¨n+1 (3.62)
ou` ∆t = tn+1 − tn et un+1, u˙n+1, u¨n+1 ve´rifient le syste`me d’e´quations :
Mu¨n+1 + Cu˙n+1 + (Kb + Kr)un+1 = Fn+1 (3.63)
u0 = u˙0 = 0 (3.64)
On va pre´senter les proce´dures pour re´soudre ce proble`me dans deux cas : line´aire et non line´aire.
A. Proble`me line´aire.
Remplac¸ons (3.61)(3.62) dans (3.63), les inconnues un+1 et u˙n+1 s’e´liminent et l’acce´le´ration a`
l’instant tn+1 peut eˆtre exprime´e en re´solvant un syste`me d’e´quations line´aires :
u¨n+1 = −
[
M + β1∆tC +
β2∆t
2
2
(Kb + Kr)
]−1
×
{
− Fn+1 + C [u˙n + (1− β1)∆t u¨n]
+(Kb + Kr)
[
un + ∆t u˙n +
(1− β2)∆t2
2
u¨n
]}
(3.65)
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Une fois que le vecteur d’acce´le´ration u¨n+1 est de´termine´, le de´placement et la vitesse sont calcule´s
directement a` partir de (3.61)(3.62).
B. Proble`me nonline´aire.
En connaissant un, u˙n, u¨n, la solution a` l’incre´ment suivant (n + 1) ne peut plus eˆtre calcule´e
de fac¸on directe comme pour le cas line´aire (3.65) mais doit eˆtre de´termine´e par une proce´dure
ite´rative. On va rappeler la me´thode ite´rative de Newton-Raphson pour ce proble`me.
On initie la solution pour l’incre´ment (n+1) en choisissant u
(0)
n+1 = un. La vitesse et l’acce´le´ration
qui correspondent a` cette valeur de u
(0)
n+1 sont :
u˙
(0)
n+1 =
(
1− 2β1
β2
)
u˙n + ∆t
(
1− β1
β2
)
u¨n (3.66)
u¨
(0)
n+1 = −
2
β2∆t
u˙n +
(
1− 1
β2
)
u¨n (3.67)
A chaque ite´ration (k), on peut e´valuer le vecteur re´sidu du syste`me par :
R
(k)
n+1 = Mu¨
(k)
n+1 + Cu˙
(k)
n+1 + (Kb + Kr)u
(k)
n+1 − f (k)n+1 (3.68)
On line´arise le re´sidu de l’ite´ration suivante k + 1 qui doit eˆtre nul :
R
(k+1)
n+1 ≈ R(k)n+1 +
(
∂R
(k)
n+1
∂u
)
∆u
(k+1)
n+1 = 0 (3.69)
et l’incre´ment de ∆u
(k+1)
n+1 entre deux ite´rations (k, k + 1) s’exprime par :
∆u
(k+1)
n+1 = −
[
∂R
(k)
n+1
∂u
]−1
R
(k)
n+1 (3.70)
Il nous faut de´terminer la de´rive´e de R
(k)
n+1. A partir de (3.61)(3.62), on a :
∂u¨n+1
∂un+1
=
2
β2∆t2
(3.71)
∂u˙n+1
∂un+1
=
∂u˙n+1
∂u¨n+1
· ∂u¨n+1
∂un+1
=
2β1
β2∆t
(3.72)
On de´rive (3.68) et on obtient la matrice tangente de rigidite´ K
(k)
t =
∂R
(k)
n+1
∂u
comme suit :
K
(k)
t =
2
β2∆t2
M +
2β1
β2∆t
C + K
(k)
bt + Kr (3.73)
La mise a` jour des solutions dans la nouvelle ite´ration (k + 1) est calcule´e par :
u
(k+1)
n+1 = u
(k)
n+1 + ∆u
(k+1)
n+1 (3.74)
u˙
(k+1)
n+1 = u˙
(k)
n+1 +
2β1
β2∆t
∆u
(k+1)
n+1 (3.75)
u¨
(k+1)
n+1 = u¨
(k)
n+1 +
2
β2∆t2
∆u
(k+1)
n+1 (3.76)
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Remarque 3.3.1
1. Si on utilise des e´le´ments line´aires a` deux noeuds, le vecteur d’interpolation d’un e´le´ment [xi, xi+1]
est : N =< xi+1−x
h
, x−xi
h
>. Dans le cas line´aire, les matrices e´le´mentaires Me, Ce, Keb , K
e
r sont
explicite´es par :
Me =
ρSh
6
[
2 1
1 2
]
; Ce =
ηh
6
[
2 1
1 2
]
(3.77)
Keb =
ES
h
[
1 −1
−1 1
]
; Ker =
kh
6
[
2 1
1 2
]
(3.78)
Dans le cas nonline´aire, Keb doit eˆtre recalcule´ a` chaque ite´ration (k) car il de´pend de E : E = Ec si
(k) ≤ 0 et E = Et sinon ou` la de´formation (k) est de´termine´e par :
(k) = N(e),x u
e(k) =
1
h
(ui+1 − ui) (3.79)
2. Les parame`tres β1, β2 sont choisis selon les cas de calcul. Si β1 = β2 = 0, on a un sche´ma explicite et
si β1 = β2 = 1 le sche´ma devient implicite total. Il est bien connu que la condition pour que le sche´ma
de Newmark soit stable inconditionnement est β2 ≥ β1 ≥ 0.5. Pour des β1, β2 quelconques, il faudra
choisir le pas de temps ∆t suffisamment petit pour avoir la stabilite´.
3.3.2 Validation nume´rique
On va calculer quelques exemples nume´riques du proble`me d’une barre soumise a` une force
constante qui se de´place avec diffe´rentes vitesses. La barre est fixe´e aux deux extre´mite´s et sa
longueur varie selon les cas de calcul de telle fac¸on qu’elle peut repre´senter une barre infinie.
Les caracte´ristiques physiques et ge´ome´triques qui repre´sentent une structure de ballast-sol sont
donne´es dans le tableau 3.1. On note que la rigidite´ du sol (k) est de´termine´e par l’inverse du
Tableau 3.1. Parame`tres de la structure
Masse volumique du ballast (ρ) 1800 kg.m−3
Module d’Young de ballast (E) 200 MPa
Module d’Young de ballast en tension (pour le cas nonline´aire) 20 MPa
Aire de la section de ballast (S) 1.2 m2
Rigidite´ de sol (dont le module d’Young est 100 MPa) (k) 5.0× 107 N.m−2
Coefficient d’amortissement (η) 0.2% k
Amplitude de la charge (f0) 1700 N
de´placement moyen a` la surface d’un demi espace homoge`ne (dont E = 100 MPa) soumis a` une
force unite´ tangente uniforme applique´e sur une re´gion de sa surface (dont le diame`tre est e´gal a`
la largeur de la couche de ballast). La valeur de la charge utilise´e dans le calcul est prise e´gale a`
1/10 de l’amplitude de la charge verticale (17 tonnes) des essieux sur la voie. On va conside´rer
dans un premier temps le cas line´aire et ensuite le cas nonline´aire. Dans les deux cas, la force est
de´place´e a` partir d’une certaine position dans la barre jusqu’a` la position ou` le proble`me devient
en re´gime permanent. Ces re´sultats finaux en re´gime permanent seront compare´s avec les solutions
analytiques pre´sente´es dans la section 2.
A. Proble`me line´aire
Le module d’Young de la barre est constant E = 200 × 106 N.m−2. La vitesse critique corres-
pondant a` ce module e´lastique vaut : c ≈ 333 m.s−1. Les parame`tres du calcul nume´rique sont
donne´s dans le tableau 3.2.
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Tableau 3.2. Parame`tres de calcul pour le cas line´aire
Cas subsonique Cas supersonique
Vitesse v 80 m.s−1 400 m.s−1
Longueur de la barre L [−20m, 20m] [−50m, 50m]
Nombre d’e´le´ments N e 80 200
Position initiale de la force xi = −8 m xi = −35 m
Position finale de la force xf = 8 m xf = 35 m
Pas de temps ∆t 7.5× 10−4 s 6.25 × 10−4 s
Nombre de pas de temps 266 280
Intervalle de temps 0.1955 s 0.175 s
β1 0.5 0.5
β2 0.5 0.5
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Figure 3.4. Solution transitoire du proble`me line´aire en subsonique
Les re´sultats nume´riques sont pre´sente´s dans les figures (3.4) et (3.5) en comparant avec les
courbes analytiques a` la fin du calcul. Les diffe´rences entre la solution transitoire et la solution
analytique stationnaire sont aussi trace´es pour voir si on est de´ja` dans le re´gime stationnaire. Cette
erreur est exprime´e simplement par :
e =
(∑N
i=1 |ui(t)− uanalytique(xi)|2
) 1
2
(∑N
i=1 |uanalytique(xi)|2
) 1
2
(3.80)
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Les pas de temps pour les calculs sont choisis tels que la charge ne peut pas se mouvoir plus loin
que la taille d’un e´le´ment durant un pas de temps. Pour les exemples pre´sente´s ici, on utilise un
pas de temps ∆t qui vaut :
∆t =
1
2
h
max(v, c)
(3.81)
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Figure 3.5. Solution transitoire du proble`me line´aire en supersonique
B. Proble`me nonline´aire
La barre se comporte avec deux modules e´lastiques diffe´rents : Ec = 200 × 106N.m−2 pour
la compression et Et = 20 × 106N.m−2 pour la traction. Les vitesses critiques correspondant a`
ces deux modules sont cc = 333.3 m.s
−1 et ct = 105.4 m.s
−1. Les parame`tres de calcul utilise´s
sont donne´s dans le tableau 3.3. Les re´sultats sont pre´sente´s dans les figures (3.6) et (3.7). La
diffe´rence entre les deux pentes de de´placement en compression et traction dans le cas subsonique
(3.6) montre bien l’effet de la rigidite´ unilate´rale.
Sur la figure (3.7), la courbe en pointille´e repre´sente la solution du cas line´aire pour E = Ec. On
constate que les parties des solutions qui se trouvent devant la force sont identiques. La solution
qui est derrie`re la force dans le cas nonline´aire est plus “basse fre´quence” par rapport a` celle du
cas line´aire. On constate que pour le cas supersonique, on a besoin de 280 incre´ments de pas de
temps pour de´passer le re´gime transitoire et dans chaque incre´ment on doit re´aliser une proce´dure
ite´rative s’il y a une nonline´arite´ (avec 2 ou 3 ite´rations pour notre exemple). Le couˆt du calcul
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Tableau 3.3. Parame`tres de calcul pour le cas nonline´aire
Cas subsonique Cas supersonique
Vitesse v 80 m.s−1 400 m.s−1
Longueur de la barre L [−20m, 20m] [−50m, 50m]
Nombre d’e´le´ments N e 160 200
Pas de temps ∆t 3.125 × 10−3 s 6.25 × 10−4 s
Nombre de pas de temps 96 280
Intervalle de temps 0.3 s 0.175 s
Position initiale de la force xi = −8 m xi = −35 m
Position finale de la force xf = 8 m xf = 35 m
β1 1.0 0.5
β2 1.0 0.5
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Figure 3.6. Solution transitoire du proble`me nonline´aire en subsonique
deviendra tre`s cher (meˆme impossible !) si on doit utiliser cette proce´dure pour les structures en 3
dimensions.
La figure 3.8 repre´sente le re´sultat dans le cas ou` la vitesse de la charge a une valeur entre les
deux vitesses cc et ct. Les exemples nume´riques montrent que la solution ne tend pas vers ze´ro de
fac¸on re´gulie`re mais avec des chocs aux positions ou` la de´formation change le signe. En plus, il est
tre`s difficile d’obtenir une stabilisation de la solution.
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Figure 3.7. Solution transitoire du proble`me nonline´aire en supersonique
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Figure 3.8. Solution transitoire du proble`me nonline´aire en transonique
3.4 Solution nume´rique du proble`me stationnaire
Conside´rons d’abord le proble`me line´aire (dont la loi de comportement s’e´crit : σ = E) d’une
barre de longueur 2L, l’e´quation dynamique (3.2) s’e´crit :
ρSu¨(x, t) + ηu˙(x, t)−ESu′′(x, t) + ku(x, t) = f0δ(x− vt) (3.82)
u(−∞, t) = u(∞, t) = 0 (conditions aux limites) (3.83)
u(x, 0) = 0 ; u˙(x, 0) = 0 (conditions initiales) (3.84)
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On cherche a` trouver la solution stationnaire de cette e´quation par une me´thode d’e´le´ments finis
statique. Pour faire cela, on utilise d’abord la me´thode directe de l’inte´gration temporelle qui
va nous donner une e´quation de diffe´rence finie en temps t. La me´thode α-ge´ne´ralise´e est utilise´e.
Ensuite, en passant au repe`re mobile ou` les solutions stationnaires deviennent statiques, la condition
initiale est remplace´e par une relation entre la solution au point conside´re´ et celle a` un autre point
qui se trouve a` une certaine distance. On va obtenir une e´quation statique qui repre´sente l’e´quilibre
pour chaque couple de deux points en espace x. Le de´veloppement en de´tail est pre´sente´ dans les
parties suivantes.
3.4.1 Equation discre´tise´e en temps.
On conside`re un intervalle [tn, tn+1], tn+1 − tn = ∆t. Supposons que les solutions un, u˙n, u¨n a`
l’instant tn sont connues, la me´thode implicite α-ge´ne´ralise´e (
1) permet d’e´valuer les solutions a`
l’instant tn+1 en e´crivant l’e´quation dynamique (3.82) a` un instant tn+α∆t :
ρSu¨n+α∆t + ηu˙n+α∆t −ESu′′n+α∆t + kun+α∆t = fn+α∆t (3.85)
Les inconnues a` l’instant n + α∆t sont de´termine´es par des interpolations line´aires entre deux pas
de temps tn, tn+1 :
un+α∆t = (1− αf )un+1 + αfun (3.86)
u˙n+α∆t = (1− αf )u˙n+1 + αf u˙n (3.87)
u¨n+α∆t = (1− αm)u¨n+1 + αmu¨n (3.88)
fn+α∆t = (1− αf )fn+1 + αffn (3.89)
ou` deux coefficients d’interpolation diffe´rents αm, αf sont utilise´s pour la force d’inertie et les
autres. On utilise ensuite l’approximation de Newmark a` l’instant tn+1 :
un+1 = u(x, tn+1) ≈ un + ∆tu˙n + (1− β2)∆t
2
2
u¨n +
β2∆t
2
2
u¨n+1 (3.90)
u˙n+1 = u˙(x, tn+1) ≈ u˙n + (1− β1)∆tu¨n + β1∆tu¨n+1 (3.91)
En remplac¸ant ces discre´tisations (3.86)-(3.91) dans (3.85), on obtient une e´quation qui permet de
de´terminer les solutions pour chaque pas de temps tn+1 a` partir de celles du pas pre´ce´dent tn :
[
(1− αm)ρS + (1− αf )β1∆tη + (1− αf )β2∆t
2
2
k
]
un+1 −
[
(1− αf )β2∆t
2
2
]
ESu′′n+1
−
[
(1− αm)ρS + (1− αf )β1∆tη − αf β2∆t
2
2
k
]
un
−
[
(1− αm)ρS − [β2 − 2(1− αf )β1] ∆t
2
η
]
∆t u˙n
− [(1− β2 − αm)ρS − (1− αf )(β2 − β1)∆t η] ∆t
2
2
u¨n − αf β2∆t
2
2
ESu′′n
=
β2∆t
2
2
f0[(1− αf )δ(x − vtn+1) + αfδ(x − vtn)]
(3.92)
De´monstration.
On va e´liminer les variables en tn+α∆t dans (3.85) en utilisant (3.86)-(3.89) et puis u¨n+1 et u˙n+1 pour
1la me´thode α-ge´ne´ralise´e (generalized-α) est propose´e par Chung et Hulbert [22] a` partir de la me´thode α de
Hilber-Hughes-Taylor (HHT-α) [50]
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obtenir une e´quation dont les variables ne sont que un+1 et un, u˙n, u¨n. A partir de (3.90)(3.91), on peut
exprimer u¨n+1, u˙n+1 en fonction de un+1 et des variables a` l’instant tn :
u¨n+1 =
2
β2∆t2
un+1 − 2
β2∆t2
un − 2
β2∆t
u˙n − 1− β2
β2
u¨n (3.93)
u˙n+1 =
2β1
β2∆t
un+1 − 2β1
β2∆t
un +
β2 − 2β1
β2
u˙n +
(β2 − β1)∆t
β2
u¨n (3.94)
On remplace u˙n+1, u¨n+1 dans l’e´quation dont les variables en tn+α∆t sont de´ja` e´limine´es :
ρS[(1− αm)u¨n+1 + αmu¨n] + η[(1− αf )u˙n+1 + αf u˙n]−ES[(1− αf )u′′n+1 + αfu′′n]
+k[(1− αf )un+1 + αfun] = f0[(1− αf )δ(x− vtn+1) + αfδ(x− vtn)] (3.95)
et on obtient l’e´quation suivante apre`s quelques simplifications :[
(1− αm) 2
β2∆t2
ρS + (1− αf ) 2β1
β2∆t
η + (1− αf )k
]
un+1 − (1− αf )ESu′′n+1
−
[
(1− αm) 2
β2∆t2
ρS + (1− αf ) 2β1
β2∆t
η − αfk
]
un
−
[
(1− αm) 2
β2∆t
ρS −
(
1− (1− αf )2β1
β2
)
η
]
u˙n
−
[
−
(
1− 1− αm
β2
)
ρS − (1− αf )β2 − β1
β2
η∆t
]
u¨n −ESαfu′′n
= f0[(1− αf )δ(x − vtn+1) + αfδ(x− vtn)] (3.96)
En multipliant cette e´quation par β2∆t
2
2 , on obtient (3.92). 
3.4.2 Equation stationnaire dans le repe`re mobile.
Dans le re´gime permanent, on a toujours une relation supple´mentaire entre les solutions aux
deux pas de temps (tn,tn+1) :
un(x) = un+1(x + v∆t) (3.97)
Passons au repe`re mobile de´fini par x∗ = x−vtn+1, les vitesses et acce´le´rations dans (3.92) peuvent
s’exprimer par :
u˙n = −v ∂un
∂x∗
= −v ∂un+1(x
∗ + v∆t)
∂x∗
(3.98)
u¨n = v
2 ∂
2un
∂x∗2
= v2
∂2un+1(x
∗ + v∆t)
∂x∗2
(3.99)
L’e´quation (3.92) devient stationnaire :[
(1− αm)ρS + (1− αf )β1∆tη + (1− αf )β2∆t
2
2
k
]
u(x)−
[
(1− αf )β2∆t
2
2
]
ESu′′(x)
−
[
(1− αm)ρS + (1− αf )β1∆tη − αf β2∆t
2
2
k
]
u(x + v∆t)
+
[
(1− αm)ρS − [β2 − 2(1 − αf )β1] ∆t
2
η
]
v∆t u′(x + v∆t)
− [(1− β2 − αm)ρS − (1− αf )(β2 − β1)∆t η] v
2∆t2
2
u′′(x + v∆t)
−αf β2∆t
2
2
ESu′′(x + v∆t)
=
β2∆t
2
2
f0[(1− αf )δ(x) + αfδ(x + v∆t)] (3.100)
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On voit que si v = 0, cette e´quation se re´duit a` l’e´quation statique : ku(x) − ESu ′′(x) = f0δ(x).
Afin de re´duire l’e´criture dans le calcul, on ree´crit (3.100) sous la forme plus simple suivante :
A1 u(x)−A2 u′′(x)−B1 u(x + v∆t) + B2 u′(x + v∆t)
−B3 u′′(x + v∆t) = F1δ(x) + F2δ(x + v∆t) (3.101)
ou` :
A1 = (1− αm)ρS + (1− αf )β1∆tη + (1− αf )β2∆t
2
2
k (3.102)
A2 = (1− αf )β2∆t
2
2
ES (3.103)
B1 = (1− αm)ρS + (1− αf )β1∆tη − αf β2∆t
2
2
k (3.104)
B2 =
[
(1− αm)ρS − [β2 − 2(1− αf )β1] ∆t
2
η
]
v∆t (3.105)
B3 = [(1− β2 − αm)ρS − (1− αf )(β2 − β1)∆t η] v
2∆t2
2
+ αf
β2∆t
2
2
ES (3.106)
F1 = (1− αf )β2∆t
2
2
f0 (3.107)
F2 = αf
β2∆t
2
2
f0 (3.108)
3.4.3 Formulation variationnelle et discre´tisation
A. Formulation variationnelle
Soit Ω = [−L,L]. La formulation forte du proble`me (3.100) est :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Chercher u(x) : Ω → R tel que :
A1 u(x)−A2 u′′(x)−B1 u(x + v∆t) + B2 u′(x + v∆t)
−B3 u′′(x + v∆t) = F1δ(x) + F2δ(x + v∆t)
u(x < −L) = u(x > L) = 0
(3.109)
Comme il y a une quantite´ v∆t qui intervient dans cette e´quation, on va de´finir un autre espace
Ω˜ qui est de´fini par : Ω˜ = [−L,L + v∆t]. On introduit deux espaces : U l’espace des fonctions
solutions et W l’espace des fonctions tests qui sont de´finis par :
U = {u |u ∈ H1(Ω˜), u(−L) = u(L + v∆t) = 0} (3.110)
W = {w |w ∈ H1(Ω), w(−L) = w(L) = 0} (3.111)
La formulation variationnelle de (3.109) s’e´crit comme suit :∣∣∣∣∣∣∣∣
Chercher u(x) ∈ U : Ω → R tel que ∀w ∈ W :
(A1 u(x), w(x))Ω + (A2 u
′(x), w′(x))Ω − (B1 u(x + v∆t), w(x))Ω + (B2 u′(x + v∆t), w(x))Ω
+(B3 u
′(x + v∆t), w′(x))Ω = (F1δ(x) + F2δ(x + v∆t), w(x))Ω
(3.112)
ou` la notation (·, ·)Ω de´signe : (·, ·)Ω =
∫
Ω
(·, ·) dx. Les conditions aux limites sont incluses dans cette
formulation en utilisant le fait que :(
u′′(x), w(x)
)
Ω
=
(
u′(x), w(x)
) |L−L − (u′(x), w′(x))Ω
= − (u′(x), w′(x))
Ω
(3.113)
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B. Discre´tisation par la me´thode de Galerkin.
On construit deux espaces d’approximation de U etW : U h ⊂ U etWh ⊂ W dont les dimensions
sont finies. Le proble`me (7.9) devient :
∥∥∥∥∥
Chercher uh ∈ Uh : Ω → R tel que ∀wh ∈ Wh :
a(uh, wh) = f(wh)
(3.114)
Le domaine Ω peut ensuite eˆtre discre´tise´ par un ensemble de sous domaines : Ω =
⋃
e
Ωe. Dans
chaque sous domaine Ωe, u et w sont de´termine´s en fonction de leurs valeurs aux noeuds grace aux
fonctions d’interpolation :
u(x) ≈ uh(x) = NI(x)uI (I = 1÷ ne) (3.115)
w(x) ≈ wh(x) = N˜J(x)wJ (J = 1÷ ne) (3.116)
ou` ne est le nombre de noeuds de l’e´le´ment Ωe. Ici, on utilise la me´thode de Galerkin standard qui
suppose que N˜ ≡ N.
On discre´tise le domaine [−L,L] avec N e e´le´ments. Pour chaque e´le´ment e de´fini dans [xi, xi+1],
on a :
a(uh, wh)Ωe = wJ [
∫ xi+1
xi
A1 NJ(x)NI(x)dx︸ ︷︷ ︸
Mea
+
∫ xi+1
xi
A2 N
′
J(x)N
′
I(x)dx︸ ︷︷ ︸
Kea
−
∫ xi+1
xi
B1 NJ(x)NI(x + v∆t)dx︸ ︷︷ ︸
Me
b
+
∫ xi+1
xi
B2 NJ(x)N
′
I(x + v∆t)dx︸ ︷︷ ︸
Ce
b
+
∫ xi+1
xi
B3 N
′
J(x)N
′
I(x + v∆t)dx︸ ︷︷ ︸
Ke
b
]uI
= wJ K
e
JI uI (3.117)
f(wh)Ωe = wJ [
∫ xi+1
xi
NJ(x)(F1δ(x) + F2δ(x + v∆t))dx︸ ︷︷ ︸
Fe
]
= wJ F
e
J (3.118)
On a introduit Ke et Fe qui sont la matrice de rigidite´ e´le´mentaire et le vecteur de force e´le´mentaire.
La matrice Ke est calcule´e par :
Ke = Mea + K
e
a −Meb + Ceb + Keb (3.119)
ou` Mea, K
e
a, M
e
b, C
e
b, K
e
b sont de´finis dans (3.117).
Apre`s l’assemblage des matrices e´le´mentaires, on va obtenir un syste`me d’e´quations statique :
Ku = F (3.120)
ou` K, u, F sont respectivement la matrice de rigidite´ globale, le vecteur de de´placement global et
le vecteur de force exte´rieure global.
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3.4.4 Mise en œuvre de la me´thode des e´le´ments finis
La proce´dure d’e´le´ments finis peut eˆtre re´alise´e normalement avec les matrices e´le´mentaires
de´finies dans (3.117). Les matrices Mea, K
e
a sont calcule´es sans difficulte´ comme dans le cas classique.
En revanche, les inte´grations de Meb, C
e
b, K
e
b sont anormales comme la fonction u(x + v∆t) a un
de´calage en variable par rapport a` w(x). Ces inte´grations ont les meˆmes formes et peuvent eˆtre
calcule´es de la meˆme fac¸on. On e´value par exemple une inte´gration sur un e´le´ment e qui se trouve
dans [xi, xi+1] comme suit :
I =
∫ xi+1
xi
w(x)u(x + v∆t)dx (3.121)
On rappelle l’hypothe`se qui impose que v∆t soit toujours infe´rieure a` la taille d’un e´le´ment (v∆t <
xi+2 − xi+1) et on peut en de´duire :
u(x + v∆t) = NeI(x + v∆t)u
e
I si x ≤ xi+1 − v∆t (3.122)
u(x + v∆t) = Ne+1I (x + v∆t)u
e+1
I si x > xi+1 − v∆t (3.123)
ou` Ne, ue sont la fonction d’interpolation et le vecteur de de´placements aux noeuds de l’e´le´ment
e conside´re´. L’inte´gration ci-dessus s’exprime par :
I =
∫ xi+1−v∆t
xi
wi(x)ui(x + v∆t)dx︸ ︷︷ ︸
1
+
∫ xi+1
xi+1−v∆t
wi(x)ui+1(x + v∆t)dx︸ ︷︷ ︸
2
= wnJ
[(∫ xi+1−v∆t
xi
NnJ(x)N
n
I (x + v∆t)dx
)
unI +
(∫ xi+1
xi+1−v∆t
NnJ(x)N
n+1
I (x + v∆t)dx
)
un+1I
]
(3.124)
La figure (3.9) illustre la fac¸on de calculer cette inte´gration.
w(x)
xi xi+1xi+1 − v∆txi + v∆t
1
2
1
2
xi+1 + v∆t xxi+2
u(x + v∆t)
︸ ︷︷ ︸
e´le´ment e
︸ ︷︷ ︸
e´le´ment e+1
Figure 3.9. Inte´gration avec de´calage
Si on discre´tise la barre par des e´le´ments dont les tailles sont re´gulie`res h et si dans chaque
e´le´ment ([xi, xi+1]), on utilise une fonction d’interpolation line´aire :
N(x) = <
xi+1 − x
h
,
x− xi
h
> (3.125)
on peut de´terminer explicitement les matrices e´le´mentaires Mea, K
e
a, M
e
b, C
e
b, K
e
b, F
e d’un e´le´ment
e comme suit :
Mea =
A1h
6
[
2 1 0
1 2 0
]
; Kea =
A2
h
[
1 −1 0
−1 1 0
]
(3.126)
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Meb =
B1h
6
[
(1− θ)2(2 + θ) (1 + 3θ − 2θ3) θ3
(1− θ)3 (2− θ)(1 + 2θ − 2θ2) θ2(3− θ)
]
(3.127)
Ceb =
B2
2
[ −(1− θ2) (1− 2θ2) θ2
−(1− θ)2 1 + 2θ(θ − 2) −θ(θ − 2)
]
(3.128)
Keb =
B3
h
[
1− θ 2θ − 1 −θ
θ − 1 1− 2θ θ
]
(3.129)
Fe=ef =
{
θ F2
F1 + (1− θ)F2
}
; Fe6=ef =
{
0
0
}
(3.130)
ou` θ = v∆t
h
≤ 1 et ef est l’indice de l’e´le´ment qui se trouve juste devant la position de la force.
3.4.5 Etudes parame´triques
Une e´quation par e´le´ments finis est toujours e´quivalente avec un certain sche´ma de diffe´rence
finie. Dans ce paragraphe, on va essayer d’e´crire l’e´quation en diffe´rence finie e´quivalente a` (3.120)
pour minimiser les erreurs nume´riques cause´es par les approximations en re´glant les parame`tres
αm, αf , β1, β2. Comme les matrices e´le´mentaires s’e´crivent sur 3 noeuds, le sche´ma en diffe´rence
finie e´quivalent peut eˆtre e´crit sous la forme :
aui−1 + bui + cui+1 + dui+2 = 0 (3.131)
On dit que ce sche´ma est convergent si le de´veloppement en se´rie de la fonction :
f(h) = a(h)u(x− h) + b(h)u(x) + c(h)u(x + h) + d(h)u(x + 2h) (3.132)
tend vers ze´ro en utilisant l’e´quation stationnaire quand h → 0. On va simplifier les expressions de
a, b, c, d en prenant un pas de temps ∆t qui vaut : ∆t = h
v
(en conse´quence θ = 1) et qui donne
la matrice de rigidite´ e´le´mentaire suivante :
Ke =


A1h
3
+
A2
h
A1h
6
− A2
h
− B1h
3
− B2
2
+
B3
h
−B1h
6
+
B2
2
− B3
h
A1h
6
− A2
h
A1h
3
+
A2
h
− B1h
6
− B2
2
− B3
h
−B1h
3
+
B2
2
+
B3
h

 (3.133)
On peut en de´duire les coefficients a, b, c, d :
a = Ke21 =
A1h
6
− A2
h
(3.134)
b = Ke11 + K
e
22 =
2A1h
3
+
2A2
h
− B1h
6
− B2
2
− B3
h
(3.135)
c = Ke12 + K
e
23 =
A1h
6
− A2
h
− 2B1h
3
+
2B3
h
(3.136)
d = Ke23 = −
B1h
6
+
B2
2
− B3
h
(3.137)
Le polynoˆme (3.132) est de´veloppe´ jusqu’au 6 e ordre en se´rie de Taylor avec diffe´rents parame`tres
αm, αf , β1, β2. Par exemple, avec les parame`tres β1 = 0.5, β2 = 0.5, αm = 0.25, αf = 0.5, le
de´veloppement de f(h) nous donne :
f(h) ≈ h
3
4v2
g(x) +
h4
8v2
D(1)g(x) +
h5
12v2
D(2)g(x) +
h5
48v2
ku′′(x) +O(h6) (3.138)
=
h3
4v2
[
g(x) +
h
2
D(1)g(x) +
h2
3
D(2)g(x) +
h2
12
ku′′(x) +O(h3)
]
(3.139)
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ou` g(x) = −(E − ρv2)Su′′(x) + ηvu′(x) + ku(x) est la fonction de l’e´quation stationnaire. Comme
l’e´quation stationnaire est de´finie par g(x) = 0, l’erreur de cette approximation (f(h) = 0) s’ex-
prime par :
e(h) ≈ kh
2
12
u′′(x) +O(h3) (3.140)
C’est la meilleure approximation qu’on a trouve´e dont l’erreur est du 2e ordre par rapport a` la
taille des e´le´ments h 2.
Si on ajoute dans f(h) une correction nume´rique qui est de´termine´e par :
− kh
3
48v2
(ui−1 − 2ui + ui+1) (3.141)
dont le de´velopement en fonction de h vaut − kh
5
48v2
, on peut supprimer l’erreur dans (3.138).
Revenons a` la me´thode des e´le´ments finis, on peut ajouter dans la matrice de rigidite´ e´le´mentaire
une matrice de correction suivante pour ame´liorer la pre´cision :
Kcorr =
kh3
48v2
[
1 −1 0
−1 1 0
]
(3.142)
3.4.6 Proble`me nonline´aire
La proce´dure pre´sente´e ci-dessus peut eˆtre e´tendue facilement aux cas nonline´aires, surtout
pour le comportement du type unilate´ral qu’on conside`re ici (3.3)(3.4). Dans ce cas, les matrices
tangentes e´le´mentaires peuvent eˆtre de´termine´es explicitement par les meˆmes formules que (3.117).
Par exemple pour un e´le´ment e, on a :
Ket = M
e
a + K
e
a −Meb + Ceb + Keb (3.143)
ou` les trois matrices Mea, M
e
b, C
e
b sont toujours constantes. Deux matrices K
e
a, K
e
b sont calcule´es
en fonction de l’e´tat de la de´formation dans l’e´le´ment conside´re´.
Si on utilise des e´le´ments line´aires a` deux noeuds, la de´formation dans un e´le´ment (e) est
constante : e = 1
h
(ui+1 − ui) et en conse´quence les coefficients A2, B3 sont aussi constants dans
chaque e´le´ment. Les matrices Kea et K
e
b sont de´termine´es par :
Kea =
A
(e)
2
h
[
1 −1 0
−1 1 0
]
(3.144)
Keb =
B
(e)
3
h
[
1− θ θ − 1 0
θ − 1 1− θ 0
]
+
B
(e+1)
3
h
[
0 θ −θ
0 −θ θ
]
(3.145)
ou` A
(e)
2 , B
(e)
3 sont de´termine´s comme dans (3.103) et (3.106) :
A
(e)
2 = (1− αf )
β2∆t
2
2
ES (3.146)
B
(e)
3 = [(1− β2 − αm)ρS − (1− αf )(β2 − β1)∆t η]
v2∆t2
2
+ αf
β2∆t
2
2
ES (3.147)
2Un exemple pour l’autre choix de parame`tres , si β1 = 0.5, β2 = 0.5, αm = 0., αf = 0. (qui correspond a` une
discre´tisation en temps par le sche´ma Newmark), l’erreur e(h) vaut :
e(h) ≈ −
h
3
ρS u
′′′(x)−
h2
6
ES u
′′(x) +
h2
12
ηv u
′′′(x) +
h2
4
ku
′′(x) +O(h3)
3.5 Validation nume´rique 83
avec E = Ec si 
(e) < 0 et E = Et sinon.
La proce´dure ite´rative de Newton-Raphson peut eˆtre re´alise´e normalement. A chaque ite´ration
(k), le re´sidu est calcule´ par :
R(k) = K(k)u(k) − F (3.148)
L’incre´ment de de´placement ∆u et la valeur mise a` jour du vecteur u sont :
∆u(k+1) = −
[
K
(k)
t
]−1
R(k) (3.149)
u(k+1) = u(k) + ∆u(k+1) (3.150)
3.5 Validation nume´rique
On traˆıte le meˆme proble`me que celui du calcul transitoire qui est pose´ dans la section 1.2 pour
valider le sche´ma nume´rique propose´. Les parame`tres physiques et ge´ome´triques de la structure sont
donne´s dans le tableau 3.1. Comme avec la validation de la me´thode du calcul transitoire, les deux
re´gimes subsoniques et supersoniques sont conside´re´s pour les deux cas : line´aire et nonline´aire.
Dans tous les exemples suivants, on utilise les meˆmes parame`tres nume´riques : αm = 0.25,
αf = 0.5, β1 = 0.5, β2 = 0.5, θ = 1 (∆t =
h
v
).
3.5.1 Cas line´aire
Tableau 3.4. Parame`tres de calcul pour le cas line´aire
Cas subsonique Cas supersonique
Vitesse v 80 m.s−1 400 m.s−1
Longueur de la barre L [−10m, 10m] [−25m, 25m]
Nombre d’e´le´ments N e 40 100
On calcule d’abord le cas line´aire. Les parame`tres sont donne´s dans le tableau 3.4. Comme la
force est fixe dans ces calculs, on peut donc utiliser des longueurs de barre qui sont respectivement
les moitie´s de celles des calculs transitoires en gardant les meˆmes tailles des e´le´ments.
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Figure 3.10. Solution stationnaire du proble`me line´aire en subsonique
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Figure 3.11. Solution stationnaire du proble`me line´aire en supersonique
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Figure 3.12. Comparaison des calculs avec ou sans la correction
Les figures (3.10) et (3.11) repre´sentent les comparaisons entre les re´sultats nume´riques et
les solutions analytiques dans deux cas de vitesse : le cas subsonique (v = 80 m.s−1) et le cas
supersonique (v = 400 m.s−1).
On constate que les re´sultats obtenus sont tre`s proches des solutions analytiques. Les erreurs
dans les cas subsoniques et supersoniques sont respectivement e = 1.2% et e = 1.8%.
On profite aussi de cet exemple pour montrer l’effet de la correction nume´rique. Dans la figure
3.12, on trace la solution analytique en comparant le re´sultat nume´rique avec ou sans la correction.
On voit bien que la correction peut donner une ame´lioration importante a` la pre´cision du calcul.
L’erreur dans le calcul sans correction est e = 6.7%.
3.5.2 Cas nonline´aire
Les parame`tres de calcul sont donne´s dans le tableau 3.5 pour les deux cas subsonique et
supersonique. Les courbes qui sont trace´es dans les figures 3.13 et 3.14 montrent des re´sultats
assez pre´cis par rapport aux solutions analytiques. La convergence dans le cas subsonique est
obtenue apre`s 4 ite´rations. Pour le cas supersonique, le nombre d’ite´rations ne´cessaires est 12. On
voit bien que cette me´thode permet une diminution importante du volume de calcul par rapport a`
la me´thode transitoire.
Remarque 3.5.1
Dans le cas transonique ct < v < cc, on ne peut pas trouver la solution car la proce´dure ite´rative ne converge
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Tableau 3.5. Parame`tres de calcul pour le cas nonline´aire
Cas subsonique Cas supersonique
Vitesse v 80 m.s−1 400 m.s−1
Longueur de la barre L [−10m, 10m] [−50m, 50m]
Nombre d’e´le´ments N e 40 200
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Figure 3.13. Solution stationnaire du proble`me nonline´aire en subsonique
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Figure 3.14. Solution stationnaire du proble`me nonline´aire en supersonique
pas puisque il n’y a pas de solution en petite de´formation comme on a montre´ dans le paragraphe pre´ce´dent.
3.6 Conclusion
On a e´tudie´ dans cette partie les phe´nome`nes physiques de la propagation d’ondes dans une
barre non-line´aire de type unilate´ral soumise a` une charge mobile constante. Les solutions analy-
tiques dans les diffe´rents cas de vitesse de charge montrent les diffe´rents me´canismes de propagation
des ondes dans la barre. Elles montrent aussi que, dans le cadre des hypothe`ses qu’on a utilise´es,
on ne peut atteindre que le re´gime permanent si la vitesse de la charge est soit infe´rieure a` la plus
petite vitesse d’onde dans la barre (absolument subsonique), soit supe´rieure a` la plus grande vitesse
d’onde dans la barre (absolument supersonique). Autrement, l’e´tat des propagations d’ondes dans
la barre devient beaucoup plus complexe avec des ondes de choc qui apparaissent.
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Dans ce chapitre, on a pre´sente´ aussi des me´thodes nume´riques pour re´soudre le proble`me
non-line´aire d’une barre soumise a` une charge mobile avec une vitesse constante. Les solutions
analytiques de ce proble`me sont utilise´es pour e´valuer la pre´cision des sche´mas nume´riques. Dans un
premier temps, on a utilise´ un sche´ma d’inte´gration nume´rique classique (Newmark) pour calculer le
proble`me dans le re´gime transitoire. Ne´anmoins, cette me´thode demande un gros maillage et aussi
un grand nombre de pas de temps de calcul si on veut acce´der au re´gime stationnaire. En raison
de cela, une autre me´thode a e´te´ propose´e dans un deuxie`me temps afin d’e´valuer directement
la solution stationnaire dans un nouveau repe`re mobile qui s’attache a` la position actuelle de la
force. Au lieu de re´soudre l’e´quation dans le repe`re mobile qui devient une e´quation hyperbolique
dans le cas supersonique, on a re´solu une e´quation elliptique e´quivalente a` celle obtenue a` partir
de l’e´quation transitoire discre´tise´e en temps. Les comparaisons montrent que les re´sultats obtenus
par ce sche´ma s’accordent bien avec les re´sultats analytiques dans les deux cas subsonique et
supersonique.
En conclusion :
• Si la vitesse de la charge est absolument subsonique ou supersonique, on peut traiter le proble`me
dans le repe`re mobile. La me´thode transitoire est e´videmment toujours utilisable mais avec un
plus grand volume de calcul.
• Sinon, comme le proble`me pose´ avec les hypothe`ses de petites de´formations utilise´es dans ce
chapitre n’a pas de solution, il faudra e´tudier le proble`me en grande de´formation. On n’e´tudiera
pas ces proble`mes dans le cadre de cette the`se.
Chapitre 4
Milieu unidimensionnel en flexion
soumis a` une charge mobile
4.1 Introduction
Dans la mode´lisation des voies ferre´es, le rail est conside´re´ comme une poutre en flexion couple´e
avec la structure d’assise en dessous. Pour simplifier la complexite´ des structures d’assise, on
suppose que chaque composante (les blochets, le ballast, les diffe´rentes couches du sol ...) est
uniforme et continue dans la direction horizontale. Cela conduit a` un proble`me d’une poutre pose´e
sur un milieu multi-couche. Dans un mode`le plus simple, ce milieu multicouche peut eˆtre mode´lise´
par un syste`me discret dans la direction verticale ou` on de´finit a` chaque interface un degre´ de
liberte´ (figure 4.1). Par exemple, chaque couche peut eˆtre mode´lise´e par un syste`me simple de
masse-ressort-amortisseur. Donc, s’il existe n couches diffe´rentes, on a un syste`me discret de n
degre´s de liberte´. La structure globale devient un syste`me discret de n degre´s de liberte´ (poutre +
syste`me discret).
:
:
−∞ x
z f0(t)δ(x − vt)
+∞
(1)
(2)
(n)
⇓
structure
d’assise
syste`me
discret de
n DDL
wr
w1
w2
wn
Figure 4.1. Mode`le unidimensionnel en flexion
On cherche les re´ponses dynamiques de ce syste`me dues a` une charge ponctuelle (dont l’ampli-
tude f0(t) est soit constante soit variable en fonction du temps) qui se de´place avec une vitesse v
constante. Les e´quations dynamiques de ce syste`me peuvent eˆtre e´tablies en e´crivant les e´quilibres
entre le rail et la structure d’assise. Appelons fr la force d’interaction entre ces deux parties,
l’e´quation dynamique du rail qui est conside´re´ comme une poutre d’Euler-Bernouilli s’e´crit :
ρrSr(w¨r + g) + ErIrw
(4)
r = fr − f0(t)δ(x − vt) (4.1)
88 4. Milieu unidimensionnel en flexion soumis a` une charge mobile
ou` ρrSr,ErIr de´signent la masse et la rigidite´ en flexion sur une unite´ de longueur de la poutre, wr
est le de´placement vertical. L’acce´le´ration de gravite´ g est ajoute´e pour tenir compte du poids de
la poutre et des diffe´rentes parties de la structure d’assise.
Le syste`me discret de n degre´s de liberte´ peut toujours eˆtre de´crit par 3 matrices de dimensions
n× n qui repre´sentent la masse ma, l’amortissement ηa et la rigidite´ ka. En notant w le vecteur
de de´placement de ces n degre´s de liberte´, l’e´quation dynamique sous la sollicitation de la force fr
doit ve´rifier le syste`me d’e´quations qui s’e´crit sous la forme suivante :
maijw¨j + η
a
ijw˙j + k
a
ijwj = f
a
i (t) + g
a
i (i = 1÷ n) (4.2)
ou` w = {w1, w2, ..., wn}t est le vecteur des de´placements, f a = {−fr, 0, 0, .., 0︸ ︷︷ ︸
n−1
}t et ga repre´sente le
vecteur force de gravite´.
A partir de (4.1) et (4.2), on peut e´liminer fr dans cette e´quation, et on arrive a` un syste`me
de n e´quations en utilisant la condition de continuite´ wr = w1 :
(maij + ρrSrδ1iδ1j)w¨j + η
a
ijw˙j + k
a
ijwj + ErIrδ1iδ1jw
(4)
j =
−f0(t)δ(x − vt)δ1i + (gai − ρrSrgδ1i) (i = 1÷ n) (4.3)
En bref, le proble`me dynamique du mode`le unidimensionel en flexion est de´fini par :
(x, t) ∈ R× R+ :
mw¨(x, t) + ηw˙(x, t) + kw(x, t) + jw(4)(x, t) = f 0(t)δ(x − vt) + g
w(x, 0) = w0 ; w˙(x, 0) = v0
(4.4)
ou` w est le vecteur de de´placement, m, η, k et j de´signent respectivement les matrices de masse,
d’amortissement et de rigidite´ qui sont de´finies par : mij = m
a
ij + ρrSrδ1iδ1j , ηij = η
a
ij , kij = k
a
ij ,
jij = ErIrδ1iδ1j . Dans le cas plus simple ou` toute la structure d’assise est mode´lise´e par un seul
ressort-amortisseur (k,η), on retrouve le proble`me scalaire classique :
ρSw¨(x, t) + ηw˙(x, t) + kw(x, t) + EIw(4)(x, t) = −f0(t)δ(x− vt)− ρSg (4.5)
Alors, on est conduit a` re´soudre le syste`me non-line´aire (4.4). La me´thode d’inte´gration directe
ou` la position de la charge change apre`s chaque pas de temps est toujours utilisable mais avec
un grand volume de calcul. On va pre´senter dans la partie suivante la me´thode nume´rique pour
re´soudre le proble`me dans le repe`re mobile. Ensuite, la solution analytique pour le cas plus simple
(4.5) sera pre´sente´e. A la fin, les re´sultats analytiques et nume´riques sont compare´s pour valider le
sche´ma nume´rique propose´.
4.2 Syste`me d’e´quations dynamiques dans le repe`re mobile
4.2.1 Me´thodologie
On s’inte´resse a` la solution stationnaire du syste`me (4.4). L’ide´e est toujours de chercher un
syste`me d’e´quations dans le repe`re mobile par un changement de variable. Cependant, comme
l’amplitude de la charge varie en fonction du temps, la solution dans le repe`re mobile cette fois
n’est plus statique. On va voir dans la suite que cette difficulte´ peut eˆtre re´solue en notant qu’une
certaine fonction h(x, t) peut toujours eˆtre de´compose´e par une se´paration des variables :
h(x, t) = hv(x− vt)ht(t) (4.6)
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i.e. la fonction h(x, t) peut eˆtre de´compose´e comme un produit de deux fonctions hv et ht qui ne
de´pendent que de la position de la charge et du temps, respectivement.
En utilisant cette de´composition, l’e´quation stationnaire discre´tise´e en temps sera e´crite pour
le premier terme hv(x− vt) et on va obtenir un syste`me d’e´quations dont le vecteur force est fixe
en espace dans le repe`re mobile et qui, cette fois, est dynamique.
Comme la fonction w(x, t) dans (4.4) est un vecteur de dimension n, l’application de (4.6) pour
w(x, t) s’e´crit : wi(x, t) = wvi(x, t)wti(x, t), i = 1÷n. Afin de simplifier les e´critures des e´quations
dans le calcul qui suit (et qui doit normalement s’e´crire avec les indices), on propose d’utiliser un
ope´rateur simple qui est de´fini comme suit :
De´finition. Soit a, b, c ∈ R3 et A,B ∈ R3,3. On de´finit un ope´rateur “” tel que :
c = a  b⇔ ci = aibi
B = A  a⇔ Bji = Ajiai (pas de somme en i) (4.7)
On peut en de´duire les proprie´te´s suivantes de cet ope´rateur :
a  b = b  a (4.8)
A(a  b) = (A  a)b = (A  b)a (4.9)
4.2.2 Equation dans le repe`re mobile
De´composition de variable. En utilisant l’ope´rateur “”, le vecteurw(x, t) peut eˆtre de´compose´
en deux vecteurs wv et wt (wv,wt ∈ R3) comme dans (4.6) :
w(x, t) = wv(x− vt) wt(t) (4.10)
Ses de´rive´es du premier et du deuxie`me ordre sont donne´es par :
w˙(x, t) = w˙v wt +wv  w˙t (4.11)
w¨(x, t) = w¨v wt + 2w˙v  w˙t +wv  w¨t (4.12)
En remplac¸ant les 3 e´quations ci-dessus dans (4.4), on obtient un syste`me d’e´quations diffe´rentielles
en temps pour la variable wv :
m˜w¨v + η˜w˙v + k˜wv + j˜w
(4)
v = f0(t)δ(x − vt) + g (4.13)
ou` les matrices de coefficients m˜, η˜, k˜, j˜ sont de´finies par :
m˜ = m wt (4.14)
η˜ = 2m  w˙t + η wt (4.15)
k˜ = m  w¨t + η  w˙t + k wt (4.16)
j˜ = j wt (4.17)
De´monstration.
On applique (4.10) dans (4.4) :
mw¨ + ηw˙ + kw + jw(4) = m (w¨v wt + 2w˙v  w˙t +wv  w¨t)
+η (w˙v wt +wv  w˙t) + kwv wt(t) + jw(4)v wt(t)
et en utilisant le fait que A(a  b) = (A  b)a, on de´duit (4.13).

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Equation discre´tise´e en temps pour wv(x − vt). De meˆme fac¸on que dans le cas uniaxial,
on discre´tise le vecteur wv(x − vt) dans l’e´quation (4.13) par la me´thode α-ge´ne´ralise´e [22] et on
obtient un syte`me d’e´quations qui relie la solution a` l’instant tn+1 en fonction de celle a` l’instant
tn : [
(1− αm)m˜+ (1− αf )β1∆t η˜ + (1− αf )β2∆t
2
2
k˜
]
wv(n+1) +
[
(1− αf )β2∆t
2
2
]
j˜w(4)v(n+1)
−
[
(1− αm)m˜+ (1− αf )β1∆t η˜ − αf β2∆t
2
2
k˜
]
wv(n)
−
[
(1− αm)m˜− [β2 − 2(1− αf )β1] ∆t
2
η˜
]
∆t w˙v(n)
− [(1− β2 − αm)m˜− (1− αf )(β2 − β1)∆t η˜] ∆t
2
2
w¨v(n) + αf
β2∆t
2
2
j˜w(4)v(n)
=
β2∆t
2
2
(1− αf )f(t)δ(x − vtn+1) + β2∆t
2
2
αff(t)δ(x − vtn) + β2∆t
2
2
g
(4.18)
ou` ∆t = tn+1 − tn. Pour simplifier les e´critures, on re´e´crit cette e´quation sous la forme :
A˜1wv(n+1) + A˜2w
(4)
v(n+1)
− B˜1wv(n) − B˜2 w˙v(n) − B˜3 w¨v(n) + B˜4w(4)v(n)
= F 1(t)δ(x − vtn+1) + F 2(t)δ(x − vtn) +G
(4.19)
ou` :
A˜1 = (1− αm)m˜+ (1− αf )β1∆t η˜ + (1− αf )β2∆t
2
2
k˜ (4.20)
A˜2 = (1− αf )β2∆t
2
2
j˜ (4.21)
B˜1 = (1− αm)m˜+ (1− αf )β1∆t η˜ − αf β2∆t
2
2
k˜ (4.22)
B˜2 =
[
(1− αm)m˜− [β2 − 2(1 − αf )β1] ∆t
2
η˜
]
∆t (4.23)
B˜3 = [(1− β2 − αm)m˜− (1− αf )(β2 − β1)∆t η˜] ∆t
2
2
(4.24)
B˜4 = αf
β2∆t
2
2
j˜ (4.25)
F 1(t) = (1− αf )β2∆t
2
2
f(t) (4.26)
F 2(t) = αf
β2∆t
2
2
f(t) (4.27)
G =
β2∆t
2
2
g (4.28)
Changement de variable. A l’instant tn+1, on re´alise un changement de variable x
∗ = x−vtn+1.
En notant la partie wv dans ce nouveau repe`re par w
∗
v qui ne de´pend que x
∗, on a les solutions
stationnaires de w∗v aux deux instants [tn, tn+1] :
wv(x, tn+1) = w
∗
v(x
∗) (4.29)
wv(x, tn) = w
∗
v(x
∗ + v∆t) := w∗v(x
∗
+) (4.30)
w˙v(x, tn) = −vw∗v ′(x∗ + v∆t) := −vw∗v ′(x∗+) (4.31)
w¨v(x, tn) = v
2w∗v
′′(x∗ + v∆t) := v2w∗v
′′(x∗+) (4.32)
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et l’e´quation (4.19) devient :
A˜1wv(x) + A˜2w
(4)
v (x)− B˜1wv(x+) + v B˜2w′v(x+)− v2 B˜3w′′v(x+) + B˜4w(4)v (x+)
= F 1(t)δ(x) + F 2(t)δ(x+) +G
(4.33)
ou` on a supprime´ les “*” pour simplifier les notations.
Assemblage de variables. En tenant compte de (4.14,4.15,4.16,4.17), on peut repre´senter les
expressions de A˜1, A˜2, B˜1, B˜2, B˜3, B˜4 en fonction de m, η et k :
A˜1 = A1 wt +A3  w˙t +A4  w¨t (4.34)
A˜2 = A2 wt (4.35)
B˜1 = B1 wt +B5  w˙t −B8  w¨t (4.36)
B˜2 = B2 wt −B6  w˙t (4.37)
B˜3 = B3 wt −B7  w˙t (4.38)
B˜4 = B4 wt (4.39)
ou` A1, A2, B1, B2, B3, B4 sont calcule´s par les meˆmes formules que celles des A˜1, A˜2, B˜1, B˜2,
B˜3, B˜4 dans (4.20)-(4.28) mais en fonction de m, η, k, j au lieu de m˜, η˜, k˜, j˜ et :
A3 = 2(1− αf )β1∆tm+ (1− αf )β2∆t
2
2
η (4.40)
A4 = (1− αf )β2∆t
2
2
m (4.41)
B5 = 2(1− αf )β1∆tm− αf β2∆t
2
2
η (4.42)
B6 = [β2 − 2(1− αf )β1]∆t2m (4.43)
B7 = (1− αf )(β2 − β1)∆t3m (4.44)
B8 = αf
β2∆t
2
2
m (4.45)
En remplac¸ant les coefficients A˜1, A˜2, B˜1, B˜2, B˜3, B˜4 qui sont aussi des fonctions de wt dans
(4.33) et en utilisant le fait que (A  a)b = (A  b)a, on obtient :[
A1 wv(x) +A2 w(4)v (x)
−B1 wv(x+) + vB2 w′v(x+)− v2B3 w′′v(x+) +B4 w(4)v (x+)
]
wt(t)
+
[
A3 wv(x)−B5 wv(x+)− vB6 w′v(x+) + v2B7 w′′v(x+)
]
w˙t(t)
+
[
A4 wv(x) +B8 wv(x+)
]
w¨t(t) = F 1(t)δ(x) + F 2(t)δ(x+) +G (4.46)
En utilisant (A  b)a = A(a  b), on arrive a` la dernie`re e´tape ou` on trouve la formule e´crite dans
le repe`re mobile qui est e´quivalente a` (4.4) :
(x, t) ∈ R× R+ :[
A1w(x, t) +A2w
(4)(x, t)
−B1w(x+, t) + vB2w′(x+, t)− v2B3w′′(x+, t) +B4w(4)(x+, t)
]
+
[
A3 w˙(x, t) −B5 w˙(x+, t)− vB6 w˙′(x+, t) + v2B7 w˙′′(x+, t)
]
+ [A4 w¨(x, t) +B8 w¨(x+, t)]
= F 1(t) δ(x) + F 2(t) δ(x+) +G
(4.47)
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4.2.3 Equation dynamique en e´le´ments finis.
A ce stade, on peut e´crire la formulation variationnelle pour (4.47) et puis e´tablir le syste`me
d’e´quations en e´le´ments finis. Supposons que le domaine de calcul est Ω = [−L,L] avec les condi-
tions aux limites : w(x < −L) = w(x > L) = w,x (x < −L) = w,x (x > L) = 0, la formulation
variationnelle du proble`me (4.47) s’e´crit :
Chercher w(x, t) : W → R3 × T tel que ∀δw ∈ δW :[〈
A1w(x, t), δw(x)
〉
Ω
+
〈
A2w
′′(x, t), δw ′′(x)
〉
Ω
− 〈B1w(x+, t), δw(x)〉Ω + 〈vB2w′(x+, t), δw(x)〉Ω+
+
〈
v2B3w
′(x+, t), δw
′(x)
〉
Ω
+
〈
B4w
′′(x+, t), δw
′′(x)
〉
Ω
]
+
[〈
A3 w˙(x, t), δw(x)
〉
Ω
− 〈B5 w˙(x+, t), δw(x)〉Ω
−〈vB6 w˙′(x+, t), δw(x)〉Ω − 〈v2B7 w˙′(x+, t), δw′(x)〉Ω]
+
[〈
A4w¨(x, t), δw(x)
〉
Ω
+
〈
B8 w¨(x+, t), δw(x)
〉
Ω
]
=
〈
F 1(t)δ(x) + F 2(t)δ(x+), δw(x)
〉
Ω
+
〈
G, δw(x)
〉
Ω
(4.48)
ou` W et δW sont les espaces de fonctions solutions et de fonctions test. La notation < ., . >Ω est
de´finie par : < a, b >Ω=
∫ L
−L
ajbj dx.
En introduisant la matrice de fonctions d’interpolation N, on peut de´terminer les matrices et
les vecteurs e´le´mentaires de ce syste`me :
Me =
(
NtA4N
)
Ωe
+
(
NtB8N+
)
Ωe
(4.49)
Ce =
(
NtA3N
)
Ωe
− (NtB5N+)Ωe − (vNtB6N′+)Ωe − (v2 N′tB7N′+)Ωe (4.50)
Ke =
(
NtA1N
)
Ωe
+
(
N′′
t
A2N
′′
)
Ωe
− (NtB1N+)Ωe
+
(
v NtB2N
′
+
)
Ωe
+
(
v2 N′
t
B3N
′
+
)
Ωe
+
(
N′′
t
B4N
′′
+
)
Ωe
(4.51)
Fe =
(
NtF 1(t) δ(x)
)
Ωe
+
(
NtF 2(t) δ(x+)
)
Ωe
+
(
NtG
)
Ωe
(4.52)
et le proble`me global apre`s l’assemblage revient a` un syste`me d’e´quations dynamiques classiques
dont l’excitation exte´rieure est fixe en espace :
Mw¨(t) + Cw˙(t) + Kw(t) = F(t)
w(x, 0) = 0 ; w˙(x, 0) = 0
(4.53)
qu’on peut re´soudre par les proce´dures d’inte´gration directe normales.
Remarque 4.2.1
1. On utilise ici une matrice N qui est construite a` partir de la fonction d’interpolation de Hermite pour
la poutre (wr) et des fonctions d’interpolation line´aires pour wj et wj+1. Au point x ∈ [xi, xi+1], cette
fonction N permet d’e´valuer le vecteur w(x, t) a` partir des valeurs aux 2 noeuds (i, i + 1) comme suit :
w(x, t) = N(x)
(
wi(t)
wi+1(t)
)
(4.54)
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ou` wi = {wr, θr, w2, .., wn}ti (θri = w′ri est la rotation de la poutre au noeud i), N(x) s’e´crit donc sous la
forme de la matrice n× 2(n + 1) suivante :
N(x) =


N1 N2 0 . 0 N3 N4 . 0 0
0 0 N j1 . 0 0 0 N
j
2 . 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 . Nn1 0 0 0 . N
n
2


n×2(n+1)
(4.55)
ou` :
N1 =
−(x− xi+1)2[−h + 2(xi − x)]
h3
; N2 =
(x− xi)(x− xi+1)2
h2
(4.56)
N3 =
(x− xi)2[h + 2(xi+1 − x)]
h3
; N4 =
(x− xi)2(x− xi+1)
h2
(4.57)
N j1 =
xi+1 − x
h
; N j2 =
x− xi
h
(4.58)
2. Dans les formulations des matrices e´le´mentaires, il y a des inte´grations avec un de´calage qui portent
sur N+. De meˆme fac¸on que pour la me´thode pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent, ces inte´grations
sont calcule´es sur deux e´le´ments et les matrices e´le´mentaires qu’on doit utiliser ont la dimension de
2(n+1)× 2(n+1). Dans le cas non-line´aire, elles sont calcule´es par la technique d’inte´gration des points
de Gauss.
Remarque 4.2.2
1. Le syste`me d’e´quations dynamiques dans le repe`re mobile peut eˆtre re´solu en utilisant un certain sche´ma
d’inte´gration directe (par exemple Newmark) et sa solution stationnaire est obtenue apre`s le re´gime
transitoire. On remarque que cette solution transitoire n’est pas la vraie solution transitoire du proble`me
(4.4). En fait, la solution statique ici est celle du proble`me ou` la charge est constante. La solution
transitoire e´quivalente a` celle du proble`me ou` on a la structure en re´gime permanent due a` une charge
constante et puis la charge commence a` varier en fonction du temps.
2. Dans le cas ou` on a une charge constante qui se de´place avec une vitesse v, l’e´quation dans le repe`re mobile
est statique, la solution stationnaire peut eˆtre trouve´e directement en re´solvant le syste`me d’e´quations
statique :
Kw = F (4.59)
4.2.4 Etude parame´trique
On va e´tudier la pre´cision des e´quations discre´tise´es en e´le´ments finis donne´es par les e´quations
propose´es. Pour simplifier le proble`me, on va conside´rer un proble`me ou` on a seulement la poutre
couple´e avec les ressorts de Winkler. L’e´quation dynamique devient scalaire et est de´finie par :
ρSw¨(x, t) + ηw˙(x, t) + kw(x, t) + EIw(4)(x, t) = −f0(t)δ(x − vt) (4.60)
Le syste`me d’e´quations des e´le´ments finis dont les matrices e´le´mentaires sont pre´sente´es dans
l’annexe C nous donne a` chaque noeud une e´quation de type diffe´rence finie comme suit :∑
`=−1,2
am` w¨i+` + b
m
` θ¨i+` + a
c
`w˙i+` + b
c
`θ˙i+` + a
k
`wi+` + b
k
` θi+` = 0 (4.61)
ou` am,bm,ac,bc,ak,bk sont des coefficients constants qui sont e´value´s en fonction de ρ,η,k,E,S et h
(h = xi+1 − xi). On dit que ce sche´ma de diffe´rence finie est convergent si :
f(h) =
∑
`=−1,2
[
am` (h)w¨(x + `h) + b
m
` (h)θ¨(x + `h) + a
c
`(h)w˙(x + `h) + b
c
`(h)θ˙(x + `h)
+ak` (h)w(x + `h) + b
k
` (h)θ(x + `h)
]
→ 0 quand h → 0 (4.62)
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On de´veloppe ce polynoˆme en se´rie de Taylor pour mesurer l’erreur pour diffe´rentes valeurs des
parame`tres αm, αf , β1, β2 et ∆t. Par exemple, on peut expliciter le de´veloppement jusqu’au 6
e
ordre dans le cas ou` αm = 0.25, αf = 0.5, β1 = 0.5, β2 = 0.5, ∆t = h/v (les meˆmes que ceux
utilise´s pour le cas uniaxial) avec l’aide de Mathematica :
f(h) ≈ h
3
4v2
g(x, t) +
h4
8v2
D(1)g(x, t) +
19h5
480v2
D(2)g(x, t)
+
h5v
24v2
D(3)
(
ηw(x, t) + 2mw˙(x, t) − 3m
2
w′(x, t)
)
+O(h6)
=
h3
4v2
[
g(x, t) +
h
2
D(1)g(x, t) +
19h2
120
D(2)g(x, t)
+
h2v
6
D(3)
(
ηw(x, t) + 2mw˙(x, t)− 3m
2
w′(x, t)
)
+O(h3)
]
(4.63)
ou` g(x, t) est l’e´quation (4.60) e´crite dans le repe`re mobile :
g(x, t) := ρSw¨(x, t)− 2ρSvw˙′(x, t) + ρSv2w′′(x, t)
+ηw˙(x, t)− ηvw′(x, t) + kw(x, t) + EIw(4)(x, t) (4.64)
Comme g(x, t) = 0, l’erreur de cette approximation s’exprime par :
e(h) =
h2v
6
D(3)
(
ηw(x, t) + 2mw˙(x, t)− 3m
2
w′(x, t)
)
+O(h3) (4.65)
On a teste´ avec plusieurs valeurs de αm, αf , β1, β2 et on a ve´rifie´ que l’erreur est toujours plus
petite avec ces valeurs des parame`tres : αm = 0.25, αf = 0.5, β1 = 0.5, β2 = 0.5, ∆t = h/v. On va
les utiliser dans tous les calculs suivants.
4.3 Validation
La validation est re´alise´e dans un cas simple ou` on conside`re un proble`me line´aire d’une poutre
pose´e sur la fondation de Winkler. La charge est soit constante soit harmonique. Les re´sultats
nume´riques obtenus par la me´thode propose´e sont compare´s avec ceux obtenus par une me´thode
semi-analytique.
4.3.1 Vibration line´aire harmonique stationnaire.
On pre´sente ici les phe´nome`nes vibratoires dans un cas plus simple d’une poutre pose´e sur la
fondation de Winkler soumise a` une charge harmonique. La solution est obtenue par un calcul
semi-analytique. Le re´gime stationnaire est cherche´. En notant ρS, EI, η, k respectivement la
masse, la rigidite´ en flexion de la poutre, l’amortissement et la rigidite´ du syste`me des ressorts,
l’e´quation d’e´quilibre dynamique du proble`me se repre´sente par :
ρSw¨(x, t) + ηw˙(x, t) + kw(x, t) + EIw(4)(x, t) = −f0e−iωtδ(x− vt) (4.66)
Par un changement de variable x := x − vt ⇒ w(x, t) := w(x − vt, t), l’e´quation dans le repe`re
mobile devient :
ρSw¨(x, t) + ηw˙(x, t)− 2ρSvw˙′(x, t) + kw(x, t) − ηvw′(x, t)
+ρSv2w′′(x, t) + EIw(4)(x, t) = −f0e−iωtδ(x) (4.67)
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Comme la force est harmonique de fre´quence ω, la solution stationnaire de cette e´quation peut eˆtre
e´crite sous la forme :
w(x, t) = w0e
i(κx−ωt) (4.68)
Remplac¸ons cette solution dans (4.67), on obtient le polynoˆme caracte´ristique :
κ4 − ρSv
2
EI
κ2 − (2ρSω + iη)v
EI
κ +
k − iηω − ρSω2
EI
= 0 (4.69)
Cette e´quation a quatre racines qui sont a priori complexes : κj = αj + iβj , j = 1 ÷ 4 ou` αj , βj
sont re´els. αj repre´sente la propagation et βj repre´sente l’atte´nuation de l’onde j. Physiquement,
avec la pre´sence d’une petite valeur d’amortissement, seules les ondes avec des amplitudes finies a`
l’infini sont accepte´es.
La direction de chaque composante d’onde j de´pend strictement des signes de αj et βj et dans
la plupart des cas, on peut distinguer deux ondes a` gauche et deux ondes a` droite de la force. La
solution ge´ne´rale peut donc se repre´senter par :
w(x, t) = A1e
−β1x+i(α1x−ωt) + A2e
−β2x+i(α2x−ωt) x > 0 (4.70)
w(x, t) = A3e
−β3x+i(α3x−ωt) + A4e
−β4x+i(α4x−ωt) x < 0 (4.71)
On de´finit la rotation θ, le moment de flexion M , l’effort tranchant T :
θ(x, t) =
∂w(x, t)
∂x
; M(x, t) = EI
∂2w(x, t)
∂x2
; T (x, t) = EI
∂3w(x, t)
∂x3
(4.72)
qui peuvent eˆtre de´termine´s en fonction des inconnues A1, A2, A3, A4 en de´rivant la solution
ge´ne´rale. Ces inconnues sont de´termine´es a` partir des conditions de continuite´ au point x = 0 :
w(0−, t) = w(0+, t) ; θ(0−, t) = θ(0+, t) (4.73)
M(0−, t) = M(0+, t) ; T (0−, t) = T (0+, t) +
f0
EI
(4.74)
z
dx
x
M(x + dx)M(x)
T (x + dx)
T (x)
Figure 4.2. De´finition du moment et de la force tranchante sur un e´le´ment de la poutre
Ces conditions donnent les quatre e´quations line´aires suivantes :

1 1 −1 −1
γ1 γ2 −γ3 −γ4
γ21 γ
2
2 −γ23 −γ24
γ31 γ
3
2 −γ33 −γ34




A1
A2
A3
A4

 = 1EI


0
0
0
f0

 (4.75)
ou` γj = −βj + iαj . En re´solvant ces e´quations, on trouve les amplitudes Aj et par conse´quent, la
solution w(x, t).
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Remarque 4.3.1
Afin d’analyser le comportement des κj de fac¸on plus ge´ne´rale, on peut convertir (4.69) en une forme
non-dimensionnelle en posant κ = λκ˜ avec λ =
4
√
4k
EI
:
κ˜4 − ν2κ˜2 − ν(iζ + Ω)κ˜ + 1− Ω
2 − 2iζΩ
4
= 0 (4.76)
ou` on a introduit trois parame`tres non-dimensionnels : la fre´quence Ω, la vitesse ν et l’amortissement ζ :
Ω =
ω
ω0
, ν =
v
v0
, ζ =
η
η0
(4.77)
ω0 =
√
k
ρS
, v0 =
4
√
4EIk
(ρS)2
, η0 = 2
√
ρSk (4.78)
Les signes des parties re´elles et imaginaires de quatre racines ne de´pendent que des valeurs de Ω, ν,
ζ. Dans le cas ou` Ω = 0 (charge constante), on peut montrer que l’on peut toujours distinguer 2 ondes a`
gauche et 2 autres a` droite de la charge ([39], chap. 13). Si Ω 6= 0, le proble`me devient plus complique´. Une
discussion de´taille´e peut eˆtre trouve´e dans [7].
4.3.2 Condition absorbante
Afin de re´duire la taille du domaine de calcul mais sans perturber le re´sultat a` cause des ondes
re´fle´chies par les frontie`res, il est ne´cessaire d’introduire des conditions aux limites spe´ciales aux
frontie`res.
On propose ici d’ajouter une couche d’e´le´ments dont l’amortissement permet d’absorber les
ondes incidentes. Les ondes qui entrent dans cette couche seront atte´nue´es beaucoup plus rapide-
ment mais de telle fac¸on qu’il n’y a pas de re´flexion. Notons la taille de la couche absorbante par
δ, on de´finit l’amortissement η˜ par une fonction de x :
η˜(x) =


η si |x| < L
η + γ
( |x| − L
δ
)4
si |x| > L
(4.79)
η˜ = η + γ
(
x−L
δ
)4
couche absorbante
η
η˜
x
L δ
Figure 4.3. Fonction de l’amortissement η˜ pour la couche absorbante.
En re´solvant l’e´quation (4.66) avec une telle fonction d’amortissement η˜(x), on peut ve´rifier
que la solution n’a pas de discontinuite´ de w et de ses de´rive´es au point x = L.
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La figure 4.4 pre´sente un exemple pour montrer l’effet de la couche absorbante pour un proble`me
ou` la charge est fixe en espace. On conside`re une poutre (EI = 108Nm2) qui est pose´e sur un
syste`me de ressorts uniformes (k = 103Nm−2) sans amortissement. La force harmonique est ap-
plique´e sur le point x = 0 : f(t) = f0e
iωt, ω = 5.8 rad/s, f0 = 1. Un domaine qui se trouve
dans (−250m, 250m) est maille´ par 100 e´le´ments identiques. La taille de la couche absorbante est
δ = 150m de chaque coˆte´. On peut constater que les couches absorbantes atte´nuent les ondes qui
se propagent loin de la force et donc la solution dans la partie inte´ressante est bien en accord avec
celle analytique. Comme l’amortissement dans ce cas est nul, le re´sultat nume´rique obtenu sans
couche absorbante devient tre`s mauvais (la courbe pointille´e dans la figure 4.4).
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Figure 4.4. Effet de la couche absorbante : cas d’une charge fixe harmonique
4.3.3 Comparaison des re´sultats analytiques et nume´riques
Pour les exemples nume´riques, on conside`re un rail de type UIC60 pose´ sur un sol solide. Les
caracte´ristiques du rail et du sol sont donne´es dans le tableau 4.1. On de´termine aussi les valeurs des
parame`tres adimentionaux ω0 , v0, η0 (4.78) qui correspondent aux caracte´ristiques de ce syste`me.
On pre´sente dans la suite les calculs de validation qui sont effectue´s avec deux types diffe´rents
de charge : soit avec une force constante soit avec une force harmonique.
Force constante
Le re´gime permanent avec une charge mobile dont l’amplitude est constante peut eˆtre obtenu
par un calcul statique. La figure (4.5) pre´sente les re´sultats de de´placement vertical due a` une
charge de 10 kN dans deux cas de vitesse : le cas subsonique (v = 0.5 v0) et le cas supersonique
(v = 1.5 v0).
Dans le cas subsonique, la solution est atte´nue´e rapidement, on n’a besoin que de 50 e´le´ments
sur une longueur de calcul de 20m. La couche absorbante n’est pas ne´cessaire dans ce cas. Quand
la vitesse v de´passe v0, la solution devient de type sinuso¨ıdale, en plus, elle est vraiment en haute
98 4. Milieu unidimensionnel en flexion soumis a` une charge mobile
Tableau 4.1. Parame`tres de la structure
Rail Module d’Young (E) GPa 200
Masse volumique (ρ) kg.m−3 7850
Aire de section (S) cm2 76.86
Moment d’inertie de flexion (I) cm4 3060
Masse sur la longueur (ρS) kg.m−1 60.34
Rigidite´ en flexion (EI) Nm2 6.12 × 106
Fondation de Winkler Rigidite´ de ressorts (k) N.m−2 1.6 × 107
Amortissement (η) N.s.m−2 0.1 η0
Parame`tres critiques ω0 =
√
k/ρS rad.s−1 514.8
v0 =
4
√
4EIk/(ρS)2 m.s−1 405
η0 = 2
√
ρSk N.s.m−2 6.2× 104
fre´quence dans la zone devant la force. On utilise alors un maillage de 200 e´le´ments sur une longueur
de 50m ou` il y a de chaque coˆte´ une couche absorbante de longueur δ = 25m. La courbe pointille´e
repre´sente le re´sultat sans utiliser la couche absorbante. Pour obtenir un re´sultat de meˆme qualite´
avec une condition aux limites normale, on a besoin d’un maillage de 500 e´le´ments sur un longueur
de 100m.
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Figure 4.5. Validation du mode`le poutre - fondation de Winkler : cas d’une force constante
Force harmonique
La validation sur le proble`me dynamique est re´alise´e avec une force harmonique dont la
fre´quence ω = 0.5ω0. Deux cas de vitesse (subsonique et supersonique) sont toujours e´tudie´s.
La figure 4.6 pre´sente le re´sultat stationnaire pour v = 0.5v0 et le de´placement au point x = 0
en fonction du temps. La longueur de la poutre calcule´e est 30m, le nombre d’e´le´ments est 90. Le
pas de temps dt est pris e´gal a` 0.05 × 2pi/ω. On peut avoir une solution nume´rique correcte sans
la couche absorbante.
Pour le cas supersonique, la solution stationnaire est obtenue plus difficilement. On a besoin
d’un maillage de 500 e´le´ments dans un domaine de 100m pour obtenir le re´sultat pre´sente´ dans la
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figure 4.7. Le pas de temps utilise´ est 0.02×2pi/ω et il faut calculer 400 pas pour arriver au re´gime
stationnaire. On voit que les ondes se propagent par groupe et on observe l’effet Doppler a` cause
de la vitesse de la charge. Les e´paisseurs des couches absorbantes prises pour ce calcul sont 25m.
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Figure 4.6. Validation du mode`le poutre - fondation de Winkler :
cas d’une force harmonique subsonique
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Figure 4.7. Validation du mode`le poutre - fondation de Winkler :
cas d’une force harmonique supersonique
4.4 Conclusion
L’approche nume´rique pour re´soudre le proble`me 1D de couplage de poutre - masse - ressorts -
amortisseurs dans le repe`re mobile a e´te´ propose´e. L’avantage est que le proble`me peut eˆtre traite´
comme dans le cas ou` la charge est fixe. On a aussi introduit la technique de la couche absorbante
qui permet d’e´viter l’influence des ondes re´fle´chies par les frontie`res rigides. Les comparaisons
entre les re´sultats analytiques et nume´riques dans des cas simples sont aussi re´alise´es pour valider
l’approche propose´e.
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Chapitre 5
Etudes sur le mode`le 1D des voies
5.1 Introduction
On s’inte´resse a` la re´ponse dynamique non-line´aire d’un mode`le unidimensionnel de voies sou-
mises a` une charge mobile en fonction de la vitesse, de la fre´quence de la charge, et aussi de la
nonline´arite´ de la structure. La me´thode de calcul par e´le´ments finis 1D dans le repe`re mobile a
e´te´ propose´e et valide´e dans le chapitre pre´ce´dent. On va l’utiliser dans cette partie pour e´tudier
les deux mode`les suivants :
◦ Le mode`le simple repre´sentant une voie pose´e sur une fondation e´lastique. Il est mode´lise´ par un
syste`me de poutre-ressort-amortisseur.
◦ Le mode`le complexe repre´sentant la structure des voies ballaste´es. Il est mode´lise´ par le couplage
entre une poutre et un syste`me multicouche de masses-ressorts-amortisseurs.
On va de´signer ces deux mode`les respectivement par le mode`le P1R et le mode`le P3R (qui
repre´sentent les couplages entre une Poutre et un syste`me de 1 ou 3 Ressorts).
5.1.1 Mode`le P1R
Le sche´ma de ce mode`le est pre´sente´ dans la figure 5.1. La structure est caracte´rise´e par la masse
de section ρS et la rigidite´ en flexion EI de la poutre et aussi par la rigidite´ k et l’amortissement
η de la fondation.
f0(t)δ(x− vt)
+∞−∞ x
z
k
η
Figure 5.1. Mode`le P1R
On rappelle l’e´quation d’e´quilibre dynamique pour ce mode`le :
(x, t) ∈ R× R+ :
ρSw¨(x, t) + ηw˙(x, t) + kw(x, t) + EIw(4)(x, t) = −f0(t)δ(x − vt)− ρSg
w(x, 0) = w0 ; w˙(x, 0) = v0
(5.1)
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5.1.2 Mode`le P3R
5.1.2.1 Mode´lisation simple de la voie ferre´e
f0(t)δ(x − vt)
ballast
sol
+∞−∞
kt ηt
ks ηs
ηbkb
wr
ws
x
traverses
semelles
wt mt
z
Figure 5.2. Mode`le simplifie´ du syste`me de rail-blochets-ballast-sol : P3R
Ce mode`le simplifie´ conside`re la structure de couplage entre le rail, les semelles, les traverses
(blochets), le ballast et le sol comme un syste`me 1D non-line´aire de poutres-masses-ressorts-
amortisseurs. Ce syste`me est conside´re´ comme une structure qui est infinie et homoge`ne en di-
rection horizontale. La figure 5.2 donne une illustration de ce mode`le ou` on a utilise´ les hypothe`ses
suivantes :
• Le rail est une poutre en flexion line´aire. Il peut alors eˆtre mode´lise´ par une poutre d’Euler-
Bernouilli. On de´signe par ρr, Er, Sr, Ir respectivement la masse volumique, le module d’Young,
l’aire de la section et le moment d’inertie de flexion du rail.
• Les semelles sont mode´lise´es par un syste`me uniforme de ressorts-amortisseurs kt, ηt.
• Les traverses qui sont discre`tes dans la re´alite´ sont conside´re´es comme un syste`me line´aire continu
de masses re´parties mt.
• La couche de ballast ou` la non-line´arite´ sera introduite est mode´lise´e par un syste`me uniforme
et continu des barres verticales en ne´gligeant les contraintes de cisaillement dans le ballast.
Les caracte´ristiques physiques de cette barre sont repre´sente´es par la masse mb, la rigidite´ kb,
l’amortissement ηb. Dans le cas non-line´aire, la rigidite´ kb est suppose´e eˆtre une fonction du type
unilate´ral de la de´formation de la barre.
• Le sol est suppose´ toujours line´aire et est mode´lise´ comme une fondation de Winkler dont la
rigidite´ et l’amortissement sont respectivement ks et ηs.
• La charge est une force ponctuelle qui se de´place en direction x avec une vitesse constante v.
Son amplitude est soit constante soit variable en fonction du temps.
5.1.2.2 Syste`me d’e´quations dynamiques
Les inconnues a` de´terminer dans le mode`le pre´sente´ sont les de´placements, les vitesses et les
acce´le´rations aux niveaux du rail, de la surface supe´rieure du ballast (qui sont identiques a` ceux
des traverses) et de la surface du sol. On note wr, wt et ws ces trois de´placements inconnus.
Afin d’obtenir le syste`me d’e´quations dynamiques du proble`me global, on va d’abord e´crire
se´pare´ment les e´quations dynamiques de chaque composante en fonction des forces de re´action
entre eux : le rail, les traverses et le ballast (Figure 5.3). En prenant en compte aussi la force
volumique, les e´quations d’e´quilibre dynamiques s’e´crivent comme suit :
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ws
f0(t)δ(x− vt)
wr
ρb, Eb, ζb, Sb, Lb
Fr
Fr
wt
Ft
Ft
Fs
wt
ws
Figure 5.3.
• Pour le rail et les semelles : e´quation dynamique de la poutre d’Euler-Bernouilli en flexion soumise
a` une force f0(t) et la force Fr distribue´e par le syste`me des ressorts :
ρrSr (w¨r + g) + ErIr w
(4)
r = Fr − f0(t)δ(x − vt) (5.2)
• Pour les traverses : e´quation dynamique des corps rigides avec les ressorts-amortisseurs :
mt(w¨t + g) + kt(wt − wr) + ηt(w˙t − w˙r) = Ft (5.3)
• Pour le ballast : e´quation dynamique uniaxiale d’une barre avec les parame`tres : ρb (masse
volumique), Eb (module d’e´lasticite´), ζb (amortissement), Sb (aire de la section) et Lb (longueur).
En conside´rant cette barre comme un e´le´ment barre de deux noeuds dont deux degre´s de liberte´
sont wt et ws avec deux forces exte´rieures Ft, Fs, l’e´quation dynamique en e´le´ment fini s’e´crit
(voir dans le chapitre 3 pour les matrices e´le´mentaires d’une barre) :
mb
6
[
2 1
1 2
]{
w¨t + g
w¨s + g
}
+
ηb
6
[
2 1
1 2
]{
w˙t
w˙s
}
+ kb
[
1 −1
−1 1
]{
wt
ws
}
+
{
Ft
−Fs
}
= 0
(5.4)
ou` on a pose´ :
mb = ρbSbLb ; ηb = ζbLb ; kb =
EbSb
Lb
(5.5)
La notation g de´signe l’acce´le´ration de la gravite´ (g ≈ 9.81ms−2).
Il reste deux e´quations supple´mentaires qui permettent de calculer les forces dans les ressorts
des semelles kt (dont la de´formation est (wr − wt)) et du sol ks (dont la de´formation est ws) :
Fr = −kt(wr − wt)− ηt(w˙r − w˙t) (5.6)
Fs = −ksws − ηsw˙s (5.7)
On a 6 e´quations pour 6 inconnues. En e´liminant les forces Ft, Fr, Fs, on obtient un syste`me
de 3 e´quations dynamiques pour les 3 inconnues wr, wt, ws :

ρrSr w¨r + ErIr wr
(4) + kt(wr − wt) + ηt(w˙r − w˙t) = −f0(t)δ(x − vt)− ρrSrg(
mt +
mb
3
)
w¨t +
mb
6
w¨s − ηtw˙r +
(
ηt +
ηb
3
)
w˙t +
ηb
6
w˙s
−ktwr + (kt + kb)wt − kbws = −
(
mt +
mb
2
)
g
mb
6
w¨t +
mb
3
w¨s +
ηb
6
w˙t +
(ηb
3
+ ηs
)
w˙s − kbwt + (kb + ks)ws = −mbg
2
(5.8)
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Par commodite´ dans le calcul, on note w = {wr, wt, ws}t et le syste`me (5.8) avec la condition
initiale peut s’e´crire sous la forme matricielle suivante :
(x, t) ∈ R× R+ :
mw¨(x, t) + ηw˙(x, t) + kw(x, t) + jw(4)(x, t) = −f0(t)δ(x− vt)− g
w(x, 0) = w0 ; w˙(x, 0) = v0
(5.9)
ou` :
m =


ρrSr 0 0
0 mt +
mb
3
mb
6
0
mb
6
mb
3

 η =


ηt −ηt 0
−ηt ηt + ηb
3
ηb
6
0
ηb
6
ηb
3
+ ηs

 (5.10)
k =

 kt −kt 0−kt kt + kb −kb
0 −kb kb + ks

 j =

 ErIr 0 00 0 0
0 0 0

 (5.11)
f = {f0(t), 0, 0}t g =
{
ρrSrg,
(
mt +
mb
2
)
g,
mb
2
g
}t
(5.12)
On trouve un mode`le a` 3 inconnues du proble`me ge´ne´ral indique´ dans (4.4). Dans ce mode`le, on
suppose que la non-line´arite´ n’apparaˆıt que dans la couche de ballast dont le comportement de
type unilate´ral est de´fini comme suit :
kb =
{
kcb si wt ≤ ws
ktb sinon
(5.13)
ou` kcb , k
t
b sont deux rigidite´s diffe´rentes qui repre´sentent les re´sistances de la couche de ballast
en compression et en traction. De fac¸on similaire, il faut de´finir deux valeurs diffe´rentes pour
l’amortissement ηb en compression et en traction.
Remarque 5.1.1
Le vecteur w0 de de´placement statique duˆ a` la force de gravite´ est constant pour tous les points x et est
e´value´ par :
w0 = −k−1g (5.14)
5.2 Mise en oeuvre nume´rique
Vu la me´thode pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent, le syste`me d’e´quations discre´tise´es par
e´le´ments finis du proble`me (5.9) peut eˆtre e´tabli dans le repe`re de la charge. Un code de calcul
programme´ en MATLAB est de´veloppe´ pour traiter deux cas de ce proble`me :
• Pour la charge constante : on a un syste`me d’e´quations statiques soit line´aire soit non-line´aire.
La solution non-line´aire est trouve´e par une proce´dure ite´rative de Newton-Raphson.
• Pour la charge variable en fonction du temps : on a un syste`me d’e´quations dynamiques. La
me´thode d’inte´gration directe de Newmark est utilise´e pour e´valuer la solution en temps. Dans
le cas non-line´aire, la proce´dure de Newton-Raphson doit eˆtre re´alise´e dans chaque pas de temps
(voir la section 3.3).
Dans le cas line´aire, les matrices e´le´mentaires peuvent eˆtre e´value´es analytiquement en suppo-
sant que les tailles des e´le´ments sont identiques. Les formules explicites sont donne´es dans l’annexe
C. Dans le cas non-line´aire (et aussi pour les e´le´ments qui se trouvent dans la couche absorbante),
les matrices e´le´mentaires sont calcule´es nume´riquement par points de Gauss.
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Les solutions analytique et nume´rique de ce proble`me line´aire pour diffe´rentes situations de
charge ont e´te´ pre´sente´es dans la partie de validation du chapitre pre´ce´dent. On va discuter plus
en de´tail dans cette partie des phe´nome`nes physiques dus aux vitesses et aux fre´quences dans
le cas line´aire et puis avec non-line´arite´. Afin d’avoir une ide´e plus ge´ne´rale sur le proble`me, les
donne´es sont prises en utilisant les parame`tres adimensionnels de la vitesse ν, de la fre´quence Ω et
de l’amortissement ζ qui sont de´finis par (voir le Remarque 4.3.1) :
Ω =
ω
ω0
, ν =
v
v0
, ζ =
η
η0
ω0 =
√
k
ρS
, v0 =
4
√
4EIk
(ρS)2
, η0 = 2
√
ρSk
5.3.1 Vitesses et fre´quences critiques pour le proble`me line´aire
Conside´rons le de´placement au point x = 0 avec diffe´rentes valeurs de ν = v/v0, ζ = η/η0 et
Ω = ω/ω0. On trace dans la figure 5.4 les courbes de ces re´sultats en fonction de ν (notons que
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Figure 5.4. De´placement adimensionnel au point x = 0 du aux diffe´rentes
valeurs de vitesse et de fre´quence : proble`me line´aire
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w0max est la valeur de de´placement au point x = 0 quand ν = 1 et avec un amortissement ζ = 0.01.
Les valeurs critiques ou` il y a la re´sonance se trouvent aux positions des pics.
Si Ω = 0, i.e. la charge est constante, la re´sonance apparaˆıt quand ν = 1 (v = v0). En fait,
dans ce cas quand v < v0 , l’amplitude maximum de de´placement se trouve toujours a` la position
de la charge (x = 0). De`s que v > v0, elle commence a` se de´placer a` la gauche de la charge, le
de´placement du point x0 diminue. On peut aussi remarquer par cet exemple que si l’amortissement
de´passe sa valeur critique (ζ ≥ 1), l’amplitude maximum du de´placement diminue en fonction de
la vitesse ν.
Les re´sultats pour Ω = 0.5 repre´sentent un exemple de situation en basse fre´quence (0 < Ω < 1).
Il existe dans ce cas deux valeurs critiques pour la vitesse avec v1cr < v0 < v
2
cr. Plus la fre´quence de
la charge est importante, plus la vitesse critique est petite. Quand ω = ω0, la premie`re re´sonance
apparaˆıt si la force est fixe (qui est connu comme un cas classique).
Dans le cas de haute fre´quence, Ω > 1, il n’existe qu’une seule valeur de la vitesse critique
qui est beaucoup plus importante que v0. On peut trouver dans la figure (5.4) a` la position de la
re´sonance une valeur ν = v/v0 = 1.8 pour Ω = 1.5.
Le premier contour dans la figure 5.5 montre la distribution des points de re´sonance dans la
surface (ν,Ω). Les autres illustrent les influences des amortissements.
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Figure 5.5. De´placement adimensionnel au point x = 0
en fonction de la vitesse et de la fre´quence
La valeur de la vitesse critique a un roˆle tre`s important. On pre´sente dans la figure (5.6)
les solutions des de´placements dus aux vitesses autour des valeurs critiques dans les 4 cas de
fre´quences pre´ce´dents. Un coefficient d’amortissement ζ = 0.1 est utilise´. En passant la vitesse
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Figure 5.6. Influence de la vitesse et de la fre´quence de charge pour
le rail pose´ sur une fondation line´aire de Winkler
critique (soit du re´gime subsonique au re´gime supersonique), la solution change comple`tement
de nature. En plus, on peut constater que dans le re´gime supersonique, la partie positive du
de´placement devient beaucoup plus importante par rapport a` celle du re´gime subsonique (les
parties positives et ne´gatives deviennent presque e´quivalentes). En conse´quence, l’influence de la
non-line´arite´ de type unilate´ral dans le cas supersonique est suˆrement beaucoup plus grave.
On trouve que l’effet Doppler devient tre`s important, notamment dans les cas supersoniques.
La vibration du rail dans la partie devant la charge est en tre`s haute fre´quence. Le me´canisme de
propagation d’ondes par groupe peut eˆtre aussi observe´ dans les cas ou` la valeur de ν est grande
(les cas ou` ν = 2.0).
5.3.2 Effet de la non-line´arite´
On va introduire la non-line´arite´ dans cet exemple pour voir son influence sur une structure de
poutre due a` la charge mobile. En supposant que le syste`me de ressorts est plus faible en tension
pour repre´senter le comportement de la couche de ballast, on va utiliser une rigidite´ de tension k t
qui est infe´rieure de celle de compression kc.
Il est e´vident que dans le cas non-line´aire, les valeurs des vitesses critiques sont change´es. La
figure 5.7 pre´sente deux courbes de de´placements qui nous permettent de de´terminer les vitesses
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critiques dans deux cas : kt = 1%kc et kt = 50%kc. Seulement le cas d’une charge constante a
e´te´ traite´. La vitesse critique diminue en fonction de la rigidite´ kt et vaut 80% de celle du cas
line´aire. Ne´anmoins, ce re´sultat n’a pas de sens ge´ne´ral puisqu’il doit de´pendre suˆrement aussi de
l’amplitude de la charge.
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Figure 5.7. De´placement adimensionnel au point x = 0 du aux diffe´rentes
valeurs de vitesse : proble`me non-line´aire
On pre´sente dans la figure 5.8 deux exemples de cas ou` la rigidite´ en tension des ressorts est
tre`s faible (kt = 1%kc). Comme il n’y a que la composante de force de gravite´ qui peut empeˆcher
le mouvement de la poutre vers le haut, de`s que la de´formation positive apparait dans les ressorts,
les de´placements deviennent tre`s importants.
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Figure 5.8. De´placements quand kt = 1%kc
Dans la re´alite´, la re´sistance en tension des ressorts n’est pas vraiment nulle, graˆce aux forces
de cisaillement. La figure 5.9 montre les solutions non-line´aires compare´es avec les calculs line´aires.
On impose une rigidite´ de tension qui vaut la moitie´ de celle de compression (kt = 50%kc). La
structure est pre´-contrainte sous la gravite´ avant le calcul dynamique, elle a un de´placement statique
w0 < 0. La condition pour ve´rifier si le ressort en un point est en tension est re´alise´e simplement
par w(x) + w0 >
? 0. Les valeurs de vitesse (v) et de fre´quence (ω) utilise´es dans ces calculs sont
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Figure 5.9. Influence de la vitesse d’une charge harmonique pour le rail pose´
sur une fondation non-line´aire de Winkler (kt = 50% kc)
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toujours calcule´es avec les valeurs critiques qui correspondent a` la rigidite´ en compression (kc).
On constate que la pre´sence de la non-line´arite´ ne change presque pas le me´canisme de pro-
pagation d’ondes. Par contre, elle augmente l’amplitude du de´placement. La longueur d’onde est
aussi plus grande dans une structure non-line´aire.
5.3.3 Surcharge dynamique sur l’infrastructure.
On a vu dans la section 2.5 une formule analytique de force exerce´e par le rail sur un blochet
qui est propose´e par Alaoui et Naciri [4] en utilisant des calculs statiques. On va chercher dans
cette partie les surcharges dynamiques dues a` la vitesse.
On va de´terminer d’abord la rigidite´ e´quivalente du sol k qui donne la meˆme force que celle
donne´e dans [4] dans le cas statique. Rappelons que le signal de force 2.89 du a` deux forces de Q/2
a` la distance L = 3m s’e´crit sous la forme suivante :
F3d(t,Q, V ) =
QY
2
[
X(
V t−a
d )
2
+ X(
V t−a−L
d )
2]
(5.15)
et si l’on remplace le sol par un syste`me de ressorts, cette force peut eˆtre aussi de´termine´e analy-
tiquement (voir [54]) en faisant attention que la distance entre les traverses est e´gale a` d :
F1d(t,Q, V ) =
Qd
4α
{
exp
(−|V t− a|
α
)[
cos
(−|V t− a|
α
)
+ sin
(−|V t− a|
α
)]
+
+exp
(−|V t− a− L|
α
)[
cos
(−|V t− a− L|
α
)
+ sin
(−|V t− a− L|
α
)]}
(5.16)
ou` α = 4
√
4EI
k
. On peut en de´duire directement la condition pour que les maximums des deux
fonctions F3d et F1d soient les meˆmes :
QY
2
=
Qd
4α
(5.17)
qui donne la rigidite´ e´quivalente k :
⇒ k = 4EI
(
2Y
d
)4
(5.18)
On pre´sente dans la figure 5.10 la comparaison des forces sur un blochet en fonction du temps
dans les deux mode`les 3D et 1D. Deux rigidite´s du sol : Es = 100MPa et Es = 30MPa sont
utilise´es qui donnent respectivement deux valeurs de k : k = 1.03×108 N/m et k = 3.17×107 N/m.
On constate que la fondation de Winkler repre´sente assez bien la fondation 3D si le sol est rigide.
La figure 5.11 pre´sente la comparaison entre les charges statiques et dynamiques. Les calculs
sont effectue´s avec une vitesse de 200m.s−1 en tenant compte de la masse des traverses. Les
re´sultats montrent des diffe´rences sensibles dues aux surcharges dynamiques, surtout quand le sol
est souple (le cas Es = 30MPa).
5.4 Mode`le P3R
Le mode`le 1D complexe (rail, semelles, blochets, ballast, sol) sera e´tudie´ dans cette partie. Les
caracte´ristiques de la structure sont donne´es dans le tableau 5.1. Ces donne´es, en fait, repre´sentent
la structure totale de voie comme un syste`me de poutre-ressort-amortisseur comme suit :
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Figure 5.10. Force statique sur les blochets
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Figure 5.11. Effet de la vitesse sur la surcharge dynamique
• Poutre : deux rails du type UIC60.
• (mt,ηt,kt) : les blochets en be´ton et les semelles en caoutchouc.
• (mb,ηb,kb) : la couche de ballast dont le module d’Young est de 50÷ 200MPa.
Tableau 5.1. Parame`tres de la structure
Rail Masse sur la longueur (ρS) kg.m−1 120
Rigidite´ en flexion (EI) Nm2 1.23× 107
Semelles & traverses Masse sur la longueur (mt) kg.m
−1 490
Facteur d’amortissement (η¯t) N.s.m
−2 0.15
Rigidite´ (kt) N.m
−2 3.5 × 108
Ballast Masse sur la longueur (mb) kg.m
−1 1200
Facteur d’amortissement (η¯b) N.s.m
−2 1.0
Rigidite´ (kb) N.m
−2 (4÷ 16) × 108
Sol Facteur d’amortissement (η¯s) N.s.m
−2 0.1
Rigidite´ de ressorts (k) N.m−2 (2÷ 5)× 107
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• (ηs,ks) : la structure de plate-forme (sol ...)
On remarque que les amortissements sont calcule´s a` partir de ces facteurs et des valeurs cri-
tiques. En sachant que la valeur de d’amortissement critique d’un syste`me simple masse-ressort
(m,k) est ηcr = 2
√
mk, on peut e´valuer ici les amortissements ηt, ηb, ηs d’une fac¸on approximative
par :
ηt = η¯t × 2
√
ρSkt ; ηb = η¯b × 2
√(
mt +
mb
2
)
kb ; ηs = η¯s × 2
√
mbks
2
La couche de ballast dans la re´alite´ est tre`s absorbante. On prend ici pour elle une valeur d’amor-
tissement ηb tre`s importante (η¯b = 1).
On regarde dans cette partie les re´ponses de ce syste`me en fonction des types de charges
(vitesse, fre´quence) et aussi du comportement de la structure (raideurs, amortissements ...) dans
les cas line´aires et non-line´aires.
Dans le calcul statique des voies ferre´es, chaque essieu supporte une charge P = 170 kN . Pour
les exemples ici, on va prendre :
• Cas statique : f = P .
• Cas dynamique : f(t) = P + P2 sinωt.
Influence des vitesses et des fre´quences. Le premier exemple est re´alise´ en supposant que
les rigidite´s du ballast et du sol sont kb = 16 × 108 kN.m−1 (pour un module d’Young du ballast
de 200MPa) et ks = 5 × 107 kN.m−1. Dans tous les calculs, les de´placements statiques dus aux
poids de la structure sont pris en compte. Pour cette structure, ils valent : wr = 0.366mm,
wt = 0.3625mm et ws = 0.355mm.
La structure est calcule´e avec 2 vitesses diffe´rentes v = 100, 200m.s−1 et 3 fre´quences diffe´rentes
f0 = 0, 5, 10Hz. Pour les cas dynamiques, les calculs sont effectue´s pendant 4 pe´riodes afin d’arriver
au re´gime stationnaire (des pas de temps qui valent dt = 0.05 × 2pi
ω
sont utilise´s pour trouver des
re´sultats stables dans le sche´ma de Newmark).
• Sur le de´placement. Les re´sultats des de´placements aux trois niveaux wr, wt et ws par e´le´ments
finis sont pre´sente´s dans la figure 5.12. Les solutions sont trace´es aux derniers pas de temps (quand
f(t) = P ).
On constate que deux valeurs de de´placement aux niveaux des traverses wt et du sol ws sont tre`s
proches car la couche de ballast est tre`s rigide par rapport aux semelles et au sol. Les de´placements
qui de´croissent tre`s lentement derrie`re la force montrent l’effet de l’amortissement important dans
la structure. Ainsi, le de´placement maximum ne change pas beaucoup en fonction de la vitesse et
de la fre´quence graˆce aux amortissements.
Quand la charge devient harmonique, la vibration de la partie X < 0 est influence´e nettement
par la fre´quence f0. Au contraire, la partie X > 0 ne change presque pas.
• Sur l’acce´le´ration et la de´formation de la couche de ballast. Pour la couche de ballast, il est aussi
inte´ressant de conside´rer les deux cas dangereux suivants :
- quand l’acce´le´ration verticale positive (vers en haut) dans la couche de ballast de´passe la gravite´ :
les cailloux peuvent sauter. On ve´rifie la condition : γt = w¨t > g pour cette situation.
- quand la couche de ballast n’est plus en compression, une discontinuite´ va apparaˆıtre dans cette
couche. On ve´rifie la condition wt − ws > 0 pour cette situation.
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Figure 5.12. Influence de la vitesse et de la fre´quence
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Figure 5.13. Acce´le´ration γt = w¨t et de´formation du ballast (wt − ws)/hb
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On e´value a` chaque pas de temps deux fonctions γt et (wt −ws)/hb (hb = 30 cm est la hauteur
de la couche de ballast) pour chercher l’instant ou` elles ont des valeurs maximales. Dans la figure
5.13, les courbes de ces 2 fonctions a` cet instant sont trace´es. Dans le cas d’une charge constante, la
valeur maximale de vitesse de la charge pour le crite`re w¨t < g vaut environ 200ms
−1. En revanche,
cette valeur devient infe´rieure a` 100m.s−1 quand la charge est harmonique.
Les courbes de (wt−ws)/hb dans la figure 5.13 montrent que la couche de ballast reste toujours
en compression. La non-line´arite´ n’apparaˆıt pas dans ce proble`me.
Influence de la rigidite´ du ballast. On peut rencontrer dans la re´alite´ une situation ou` la
couche de ballast est assez souple a` cause d’un mauvais bourrage. On calcule ici avec une rigidite´ kb
de 4× 107 Nm−1 (qui repre´sente un module de ballast de 50MPa, soit 4 fois plus souple que celui
du calcul pre´ce´dent). Les de´placements statiques dans ce cas sont : wr = 0.388mm, wt = 0.385mm
et ws = 0.355mm.
Les re´sultats nume´riques sont pre´sente´s dans la figure 5.14. Les de´placements verticaux sont
e´videmment plus grands mais l’influence de la fre´quence est moins importante que dans le cas
pre´ce´dent.
La vitesse maximale pour que γt < g est de ≈ 100m.s−1 quand la charge est constante et
est de ≈ 50m.s−1 quand la charge est harmonique (figure 5.15). Ces valeurs sont seulement les
moitie´s de celles du cas d’un ballast rigide. Quand la charge est harmonique, la valeur maximale
de l’acce´le´ration verticale peut augmenter jusqu’a` 40ms−2 avec v = 200ms−1.
La couche de ballast est toujours en compression.
Effet de la rigidite´ du sol. On prend dans cet exemple un sol qui est plus souple et dont
la rigidite´ ks = 2 × 107 Nm−1. La rigidite´ du ballast est toujours kb = 1.6 × 109 Nm−1. Les
de´placements sont e´videmment plus importants. Par contre, les acce´le´rations (figure 5.17) sont
moins importantes que celles dans le cas ou` le sol est plus rigide (figure 5.13).
Effet de deux charges. On conside`re dans ce calcul le proble`me de deux charges qui repre´sentent
deux essieux dont la distance entre eux est de 3m. On utilise donc deux forces identiques qui
s’appliquent aux points X = −1.5m et X = 1.5m. Les meˆmes calculs sont re´alise´s (avec le ballast
rigide).
Les de´placements verticaux maximums (figure 5.18) dus a` deux forces ne changent pas vis a`
vis de ceux dus a` une seule force. La meˆme remarque s’applique pour l’acce´le´ration.
La figure 5.20 pre´sente la force au niveau du haut de la couche de ballast pour avoir une ide´e
de la surcharge dynamique a` cause de la vitesse et de la fre´quence.
Remarque 5.4.1
En regardant les exemples pre´sente´s, on peut faire les remarques suivantes sur les re´sultats :
• Le de´placement est plus important avec une structure plus souple.
• Les acce´le´rations verticales en haut de la couche ballast sont plus importantes si le ballast est plus souple.
En revanche, elles ne sont pas beaucoup imfluence´es par un sol plus souple.
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Figure 5.14. Influence de la vitesse et de la fre´quence - ballast souple
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Figure 5.15. Acce´le´ration γt = w¨t et de´formation du ballast (wt − ws)/hb - ballast souple
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Figure 5.16. Influence de la vitesse et de la fre´quence - sol souple
−10 −5 0 5 10
−10
−8
−6
−4
−2
0
2
4
6
8
10
fo = 0 Hz
X (m)
γ t 
(m
.s−
2 )
v = 50 ms−1
v = 100 ms−1
v = 200 ms−1
−10 −5 0 5 10
−15
−10
−5
0
5
10
15
20
fo = 10 Hz
X (m)
γ t 
(m
.s−
2 )
v = 50 ms−1
v = 100 ms−1
v = 200 ms−1
−10 −5 0 5 10
−2
−1
0 x 10
−4 fo = 0 Hz
X (m)
de
fo
rm
at
io
n 
du
 b
al
la
st
v = 50 ms−1
v = 100 ms−1
v = 200 ms−1
−10 −5 0 5 10
−2.5
−2
−1.5
−1
−0.5
0 x 10
−4 fo = 10 Hz
X (m)
de
fo
rm
at
io
n 
du
 b
al
la
st
v = 50 ms−1
v = 100 ms−1
v = 200 ms−1
Figure 5.17. Acce´le´ration γt = w¨t et de´formation du ballast (wt − ws)/hb - sol souple
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Figure 5.18. Influence de la vitesse et de la fre´quence : cas de deux essieux
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Figure 5.19. Acce´le´ration γt = w¨t et de´formation du ballast (wt − ws)/hb : cas de deux essieux
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Figure 5.20. Force applique´e sur le ballast
5.5 Proble`me d’appuis discrets
5.5.1 Mode`le
On va conside´rer dans cette partie le cas ou` le syste`me de ressorts n’est plus uniforme mais
pe´riodique pour repre´senter les traverses des voies ferre´es. On va utiliser un mode`le de calcul
pre´sente´ dans la figure 5.21 ou` la poutre est supporte´e par des morceaux des ressorts uniformes
de largeur 30 cm qui sont mis chaque 60 cm 1. En conse´quence, la rigidite´ et l’amortissement des
ressorts sont pris e´gaux a` 2k et 2η, respectivement.
30 cm 30 cm
−∞
x
z
+∞
2k
2η
f0(t)δ(x− vt)
Figure 5.21. Mode`le discret
Un calcul transitoire dans le repe`re fixe doit eˆtre envisage´ pour traiter ce proble`me. Le proble`me
peut eˆtre re´solu par une meˆme proce´dure que celle pre´sente´e dans le cas uniaxial (section 3.3).
5.5.2 Effet des appuis discrets par rapport au proble`me continu.
On cherche s’il y a des diffe´rences de re´ponse dynamique dans la structure avec les mode`les
continus et discrets. Dans les calculs en dessous, on utilise un maillage de 800 e´le´ments identiques
dans un domaine dont la taille de chaque e´le´ment vaut h = 7.5 cm. Le pas de temps de calcul est
pris e´gal a` ∆t = h/v ou` v est la vitesse de la charge.
Deux cas de rigidite´ de la fondation sont conside´re´s. Le premier calcul est avec les donne´es
du tableau 4.1 dont la rigidite´ de la fondation k vaut 1.6 × 107 N/m. Dans le deuxie`me cas, on
1Dans la re´alite´, les largeurs des traverses sont de 29 cm et la distance entre elles est de 60 cm
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Figure 5.22. Comparaison des de´placements verticaux avec les appuis
uniformes et discrets : cas d’une fondation souple
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Figure 5.23. Comparaison des de´placements verticaux avec les appuis
uniformes et discrets : cas d’une fondation rigide
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calcule avec une rigidite´ k 100 fois plus grande, i.e. k = 1.6 × 109 N/m. La structure est calcule´e
en subsonique et en supersonique, avec une amplitude de charge soit constante soit harmonique.
On peut constater en regardant la figure 5.22 que, dans le cas ou` la fondation est souple, la
solution obtenue est la meˆme avec un mode`le d’appuis continus ou avec un mode`le d’appuis discrets.
En revanche, les diffe´rences deviennent visibles quand la rigidite´ des appuis est importante. En effet,
quand la fondation est souple, la de´flexion locale de la poutre entre deux appuis est tre`s petite par
rapport a` la de´flexion globale. Ce rapport augmente en fonction de la rigidite´ des appuis.
5.6 Conclusion
Les e´tudes sur le mode`le unidimensionnel des voies ferre´es sont effectue´es avec deux mode`les :
P1R et P3R. A partir de ces re´sultats, on peut de´duire les conclusions suivantes :
◦ La vitesse critique a un roˆle tre`s important. De`s que la vitesse de la charge de´passe la vitesse
critique, la nature de la solution change comple`tement. Dans le cas non-line´aire, la valeur de la
vitesse critique de´pend aussi de l’amplitude de la charge.
◦ Les de´placements sont moins importants dans le cas ou` le ballast et le sol sont plus rigides.
◦ La rigidite´ faible de la couche de ballast peut cre´er des acce´le´rations verticales importantes.
◦ On n’a pas trouve´ de proble`me ou` il existe des ondes de choc comme dans le cas uniaxial (on
note aussi que la non-line´arite´ cette fois-ci est introduite dans les ressorts, pas dans la structure
comme pour le cas uniaxial).
◦ Comme la distance entre les blochets n’est pas grande par rapport a` leur taille, l’effet de
pe´riodicite´ des appuis discrets n’est pas tre`s important dans les calculs re´alise´s.
Troisie`me partie
Mode`le tridimensionnel non-line´aire
Chapitre 6
Mode´lisation du comportement 3D
du ballast
6.1 Introduction
Le but de ce chapitre est d’introduire un mode`le de comportement macroscopique continu du
mate´riau ballast [86]. Ce chapitre est constitue´ de 3 parties. Dans la premie`re partie, on va proposer
une modification de la loi de comportement pour tenir compte du me´canisme de non-re´sistence
en tension du ballast. La proce´dure de calcul nume´rique pour cette loi de comportement modifie´e
est ensuite propose´e. Dans la deuxie`me partie, on va pre´senter des essais quasi-statiques cycliques
en 1D sur des e´chantillons de ballast mis dans un tube. Ceux-ci permettent de de´terminer le
comportement du ballast dans la partie en compression. A la fin, quelques validations nume´riques
seront pre´sente´es.
6.2 Mode`le non-tension des mate´riaux granulaires
6.2.1 Motivation
On s’inte´resse a` une loi de comportement macroscopique des mate´riaux granulaires qui adapte
l’effet non-tension pour ce type de mate´riau. Conside´rons d’abord le cas unidimensionnel ou` il y
a un de´placement impose´ (δL) sur une chaˆıne de grains de longueur L (Figure 6.1). On de´finit la
de´formation par  = δL
L
et la contrainte σ par la valeur moyenne des forces de contact entre les
grains. Cette chaˆıne de grains ve´rifie une loi de comportement du type unilate´rale suivante :
σ = k si  < 0
σ = 0 si  ≥ 0
ou` k est la rigidite´ moyenne de contact des grains. La figure 6.1 pre´sente une courbe de compor-
tement unilate´ral dans le cas ou` k est line´aire. Cette courbe montre le caracte`re de non rigidite´ en
tension des mate´riaux granulaires.
On inte`gre cette proprie´te´ dans le cas plus ge´ne´ral du milieu granulaire en 3D. A partir du fait
qu’il n’y pas de re´sistance entre deux grains en traction, autrement dit, qu’on ne peut pas appliquer
une contrainte positive sur les mate´riaux granulaires, on propose un mode`le de comportement
macroscopique que l’on appelle mode`le non-tension. Dans ce mode`le, la loi de comportement doit
eˆtre introduite telle que la contrainte normale sur n’importe quelle section dans le domaine conside´re´
ne soit jamais positive (σijninj ≤ 0 ou` σ et n sont le tenseur des contraintes et le vecteur unite´
normal de la section conside´re´e).
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L

σ
Figure 6.1. Loi de comportement 1D des mate´riaux granulaires
Dans la litte´rature, le mode`le non-tension a e´te´ propose´ depuis quelques anne´es, surtout dans
les travaux sur la mode´lisation des structures masonry-like. Pazenca, Polizzotto [91] et Del Piero
[29] ont discute´ de la loi de comportement et aussi de la compatibilite´ de la charge exte´rieure pour
ce mode`le ou` la de´formation est de´compose´e en deux parties : l’une e´lastique et l’autre ane´lastique.
Les hypothe`ses fondamentales de non-re´sistence en tension et d’existence de la densite´ d’e´nergie
e´lastique demandent que le tenseur des contraintes soit de´fini ne´gatif et que la contrainte et la
de´formation ane´lastique soient orthogonales. L’hypothe`se de petite de´formation est toujours uti-
lise´e. Suite a` cette base the´orique, les aspects nume´riques sont aussi e´tudie´s dans le de´veloppement
d’une formulation variationnelle et dans la mise en oeuvre dans la me´thode des e´le´ments finis
[5][26][77].
La loi de comportement du mode`le non-tension des mate´riaux granulaires propose´e ici est
de´rive´e directement de la densite´ d’e´nergie de de´formation qui s’exprime en fonction des de´formations
principales. Cette fonction s’annule en fonction du signe des de´formations principales et aussi de
la dilatation volumique. Le proble`me est traite´ comme dans le cas des mate´riaux hypere´lastiques.
La loi de comportement s’e´crit dans la base principale des tenseurs des de´formations a` l’aide de la
de´composition spectrale et ensuite est inte´gre´e dans la proce´dure de la me´thode des e´le´ments finis
non-line´aires.
Dans les calculs suivants, on appelle S3 l’espace des tenseurs du 2
e ordre de dimension 3. Les
notations S+3 , S
−
3 indiquent l’espace des tenseurs de´finis positifs ou ne´gatifs dans S3.
6.2.2 Loi de comportement non-tension des mate´riaux granulaires
A. Hypothe`ses
(i) Soit V un volume unite´ dans une structure de mate´riaux granulaires. En supposant que le
nombre de grains dans V est suffisamment grand tel que les torsions locales peuvent eˆtre
ne´glige´es, la direction des forces de contact se distribue de fac¸on isotrope. Le domaine peut
eˆtre conside´re´ comme un milieu isotrope et homoge`ne.
(ii) La de´formation est infinite´simale.
(iii) Le tenseur des contraintes est toujours de´fini ne´gatif.
B. Fonction d’e´nergie de de´formation
Pour de´crire le comportement de mate´riaux e´lastiques normaux, il suffit d’introduire une fonc-
tion d’e´nergie des de´formations qui est une forme quadratique positive convexe de la de´formation
W () : S3 → R+ et s’exprime par :
W () = C() :  :  (6.1)
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ou` C est un tenseur du 4e ordre, dont les composantes sont les coefficients e´lastiques et σ,  ∈ S3
sont les tenseurs des contraintes et des de´formations. Par de´finition, le tenseur des contraintes est
obtenu a` partir de la de´rive´e de l’e´nergie W :
σ =
∂W
∂
(6.2)
Comme σ doit eˆtre toujours de´fini ne´gatif, il est pre´fe´rable d’e´crire W en fonction des valeurs
principales de de´formation. Pour s’adapter aux mate´riaux granulaires, on suppose qu’il existe une
e´nergie non nulle dans une direction n si soit la de´formation dans cette direction (ijninj) soit la
dilatation volumique est ne´gative. On propose alors une fonction Wˆ qui a la meˆme forme que dans
le cas e´lastique classique :
Wˆ () =
1
2
λ[(1 + 2 + 3)
−]2 +
3∑
a=1
µ [−a ]
2 (6.3)
ou` a(a = 1, 2, 3) sont les de´formations principales ; λ et µ sont deux parame`tres e´lastiques. La
notation (.)− repre´sente la partie ne´gative de (.) qui est de´finie de la fac¸on suivante :
α− =
1
2
(α− |α|) (6.4)
Dans le cadre de ce chapitre, on conside`re deux cas diffe´rents qui de´pendent des hypothe`ses
utilise´es pour λ et µ :
• Elasticite´ line´aire. λ et µ sont deux coefficients constants (deux coefficients e´lastiques de Lame´).
• Elasticite´ non-line´aire. λ est une fonction de tr : λ = λ(tr) et µ est une fonction qui est de´finie
telle que : µ [−a ]
2 = µ(a) [
−
a ]
2.
On va dans la suite exprimer les de´rive´es de W dans ces deux cas line´aire et non-line´aire. Ces
de´rive´es vont servir aux calculs suivants.
Cas de l’e´lasticite´ line´aire unilate´rale
En utilisant les deux proprie´te´s suivantes de la partie ne´gative :
∂α−
∂α
= H(−α) ; α−∂α
−
∂α
= α− (6.5)
ou` H(α) est la fonction de Heaviside qui est de´finie par :
H(x) =
{
1 si x ≥ 0
0 si x < 0
(6.6)
on peut de´duire les de´rive´es de la densite´ d’e´nergie W
∂Wˆ
∂a
= λ(tr)− + 2µ−a
∂2Wˆ
∂ab
= λH(−tr) + 2µH(−a)δab
(6.7)
ou` δab est le delta de Kro¨necker.
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Cas de l’e´lasticite´ non-line´aire unilate´rale
Comme λ et µa de´pendent respectivement de tr et de a, on peut montrer que les de´rive´es de
Wˆ sont de´termine´es par les formules similaires aux cas line´aires :
∂Wˆ
∂a
= λ˜1 (tr)
− + 2µ˜1a 
−
a
∂2Wˆ
∂ab
= λ˜2 H(−tr) + 2µ˜2a H(−a)δab
(6.8)
avec :
λ˜1 = λ +
1
2
λ′tr (6.9)
µ˜1a = µa +
1
2
µ′aa (6.10)
λ˜2 = λ + 2λ
′(tr) +
1
2
λ′′(tr)2 (6.11)
µ˜2a = µa + 2µ
′
aa +
1
2
µ′′a
2
a (6.12)
ou` on note : µa = µ(a).
De´monstration.
En utilisant (6.5) et notant que αα− = α−α−, la de´rive´e de la fonction de densite´ d’e´nergie Wˆ (6.3)
peut eˆtre calcule´e comme suit :
∂Wˆ
∂a
= λ (tr)−
∂(tr)−
∂(tr)
∂(tr)
∂a
+
1
2
λ′ (tr)−
2
+ 2µa 
−
a
∂−a
∂a
+ µ′a 
−
a
2
= [λ +
1
2
λ′ tr−]tr− + 2 [µa +
1
2
µ′a 
−
a ] 
−
a
= [λ +
1
2
λ′ tr]tr− + 2 [µa +
1
2
µ′a a] 
−
a (6.13)
La de´rive´e du deuxie`me ordre est :
∂
∂b
∂Wˆ
∂a
= [λ +
1
2
λ′ tr]
∂tr−
∂tr
∂tr
∂b
+ [λ′ +
1
2
λ′ +
1
2
λ′′tr] tr−
+ 2 [µa +
1
2
µ′a a]
∂−a
∂a
∂a
∂b
+ 2 [µ′a +
1
2
µ′a +
1
2
µ′′aa] 
−
a (6.14)
notons que α− = α H(−α), on obtient :
∂2Wˆ
∂ab
= [λ + 2λ′(tr) +
1
2
λ′′(tr)2]H(−tr) + 2 [µa + 2µ′aa +
1
2
µ′′a
2
a] H(−a)δab (6.15)

Remarque 6.2.1
1. La fonction de densite´ d’e´nergie propose´e pour le cas non-line´aire assure toujours l’isotropie du comporte-
ment du mate´riau. Cela peut eˆtre de´montre´ en ve´rifiant la condition pour qu’une fonction soit isotropique
qui demande qu’on ait ∀Q orthogonal direct 1 :
W () = W (QQt) (6.16)
1Un tenseur ' est appele´ orthogonal direct s’il ve´rifie : '(' t = ' t ' = 1 et det( ' ) = 1
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2. Dans le domaine des petites de´formations, on peut e´crire les deux coefficients d’e´lasticite´ λ et µi comme
des polynoˆmes en fonction de tr et i. En fait, les donne´es expe´rimentales nous donnent toujours la
relation de contrainte-de´formation, c’est a` dire les fonctions λ˜1 et µ˜1a. Supposons que λ˜1 soit un polynoˆme
du 4e ordre en tr :
λ˜1 = a(tr)
4 + b(tr)3 + c(tr)2 + d(tr) + e (6.17)
on peut de´duire facilement la fonction λ a` partir de (6.9) :
λ =
1
3
a(tr)4 +
2
5
b(tr)3 +
1
2
c(tr)2 +
2
3
d(tr) + e (6.18)
et en appliquant cette fonction dans (6.11), la fonction λ˜2 s’exprime par :
λ˜2 = 5a(tr)
4 + 4b(tr)3 + 3c(tr)2 + 2d(tr) + e (6.19)
Les meˆmes coefficients sont applique´s pour µi.
6.3 Me´thode de re´solution nume´rique
6.3.1 Rappel de la me´thode des e´le´ments finis pour le proble`me e´lastique non-
line´aire
La loi de comportement des mate´riaux granulaires a e´te´ de´crite comme un mate´riau non-line´aire
e´lastique. On va pre´senter la proce´dure nume´rique ge´ne´rale de la me´thode des e´le´ments finis dans
laquelle on peut inte´grer la loi de comportement propose´e dans les calculs de structures comportant
des mate´riaux granulaires.
Soit Ω ⊂ R3 un domaine continu dont la frontie`re Γ = Γu ∪Γf . Les conditions aux limites sont
les forces applique´es sur Γf et le de´placement nul impose´ sur Γu qui s’e´crivent :
σ(x).n = f¯(x) x ∈ Γf ⊂ Γ (6.20)
u(x) = 0 x ∈ Γu ⊂ Γ (6.21)
Appelons u(x) le vecteur de´placement en un point x ∈ Ω. Le Principe des Travaux Virtuels (PTV)
sur une perturbation virtuelle δu statique s’e´crit :
G(u, δu) =
∫
 ∈Ω
σ(x)T δ dΩ−
∫
 ∈Γf
f¯(x)tδu dΓ = 0
∀x ∈ Ω ; ∀δu ∈ Cad (6.22)
ou` Cad est l’espace admissible du de´placement virtuel. Dans cette e´quation, on a e´crit les tenseurs
des contraintes σ et des de´formations  sous la forme de vecteurs pour simplifier les calculs dans
la suite.
En utilisant la discre´tisation de la me´thode des e´le´ments finis, le travail virtuel peut se re´e´crire
en fonction du vecteur des de´placements aux noeuds U :
G(U , δU ) = δU .R(U) (6.23)
ou` R(U) est appele´ le vecteur re´sidu. Le PTV impose R(U) = 0 et il faut re´soudre cette e´quation
pour trouver la solution U . Les algorithmes ite´ratifs sont utilise´s afin de trouver la solution U
dans le cas non-line´aire. On utilise ici la me´thode de Newton - Raphson qui est base´e sur le
de´veloppement de Taylor au 1e ordre de R(U) a` partir d’une solution actuelle U (k) .
R(k+1) ≈ R(k) +
(
∂R
∂U
) )
=
)
(k)
∆Uk+1 = 0 (6.24)
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Cette e´quation donne la solution de l’incre´ment ∆U k+1 :
∆U (k+1) = −K(k)T
−1
R(k) (6.25)
ou` le re´sidu R(U )(k) est de´termine´ en fonction des de´placements a` l’incre´ment pre´ce´dent U (k) :
R(k) =
∫
Ω
Btσ(k)dΩ− F (k) (6.26)
on rappelle que la fonction d’interpolation nous permet de calculer la de´formation a` partir des
de´placements aux noeuds  = BU . En supposant que la force exte´rieure ne de´pend pas du
de´placement, la matrice de rigidite´ tangente K
(k)
T est de´termine´e par :
K
(k)
T =
∂R(k)
∂U
=
∫
Ω
Bt
(
∂σ
∂
)(k)
∂
∂U
dΩ =
∫
Ω
BtD(k)B dΩ (6.27)
et D(k) = ∂ * σ(k) de´finit le module tangent du mate´riau. D(k) est la pre´sentation matricielle du
tenseur tangent du 4e ordre qui est de´fini par ∂2
*
Wˆ .
Les deux termes a` la droite de l’e´quation (6.25) sont de´termine´s explicitement en fonction de
U (k). On peut alors calculer l’incre´ment ∆U (k+1) a` partir de l’inverse de K
(k)
T et puis calculer le
vecteur des de´placements a` l’ite´ration (k + 1) :
U (k+1) = U (k) + ∆U (k+1) (6.28)
La solution finale du de´placement est calcule´e de fac¸on ite´rative jusqu’a` la convergence qui est
ve´rifie´e par la condition :
|∆U (k+1)|
|U (k+1)| < δ (6.29)
ou` δ est la tole´rance.
On a pre´sente´ ci-dessus la me´thode ge´ne´rale des e´le´ments finis pour re´soudre le proble`me
e´lastique non-line´aire. Le proble`me restant a` re´soudre est comment calculer le re´sidu et le module
tangent avec le comportement non-tension a` chaque ite´ration (k) (c’est a` dire comment calculer σ
et C). La partie suivante pre´sente une me´thode de de´composition spectrale qui permet d’expliciter
σ et C a` partir d’un tenseur des de´formations  donne´.
6.3.2 E´quations e´lastiques dans la base principale des de´formations
A. Notion sur la repre´sentation spectrale d’un tenseur
Soit un tenseur  ∈ S3. La repre´sentation spectrale d’un tenseur syme´trique  s’e´crit par :
 =
3∑
a=1
a n
(a) ⊗n(a) ‖n(a)‖ = 1 (6.30)
ou` n(a) (a = 1, 2, 3) sont les vecteurs principaux de  et a sont les valeurs principales associe´es
2.
Ces valeurs principales sont en fait les racines du polynoˆme caracte´ristique :
p(a) = −3a + I12a − I2a + I3 = 0 (a = 1, 2, 3) (6.31)
2  (a) et a sont respectivement le (a)
e`me vecteur propre et la valeur propre associe´e du tenseur +
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ou` les coefficients I1, I2, I3 sont appele´s les invariants du tenseur  et sont de´finis par :
I1 =  : 1 ; I2 =
1
2
[( : 1)2 − 2 : 1] ; I3 = det [] (6.32)
ou` 1 est le tenseur identite´ du 2e ordre. Si on appelle 1, 2, 3 les trois valeurs principales de ,
I1, I2, I3 s’expriment par :
I1 = 1 + 2 + 3 (6.33)
I2 = 12 + 23 + 31 (6.34)
I3 = 123 (6.35)
Les vecteurs {n(a), a = 1, 2, 3} forment une base orthonorme´e et ve´rifient les quelques proprie´te´s
utiles suivantes :
(i)
3∑
a=1
n(a) ⊗ n(a) = 1 (6.36)
(ii) n(a).n(b) = δab (6.37)
Remarque 6.3.1
Soient 1, 2, 3 les valeurs principales du tenseur . Notons {a, b, c} une permutation de {1, 2, 3}, on distingue
les 3 cas suivants :
(i) a 6= b 6= c : Les vecteurs principaux sont inde´pendants et la base orthogonale {n(a),n(b),n(c)} est
spe´cifie´e dans R3 en fonction des valeurs de a, b, c (figure 6.2a).
(ii) a = b 6= c : n(a) et n(b) sont de´pendants et en utilisant (6.36) dans (6.30), le tenseur  peut s’e´crire
dans ce cas :
 = a
(
1− n(c) ⊗ n(c)
)
+ cn
(c) ⊗ n(c) (6.38)
Le seul vecteur qui est spe´cifie´ est n(c). Les deux restants peuvent tourner librement dans le plan
perpendiculaire au vecteur n(c) (figure 6.2b).
(iii) a = b = c : on peut choisir n’importe quelle base orthogonale dans R
3 pour {n(a),n(b),n(c)} (figure
6.2c) et le tenseur  s’exprime par :
 = a 1 (6.39)

b

c

a

c

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
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
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
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
a
A
Figure 6.2. Trois cas pour les de´formations principales
,
Proposition 6.1
Soit  =
∑3
a=1 an
(a)⊗n(a) la de´composition spectrale de , si a est une valeur principale unique
de  on peut e´crire l’expression explicite du tenseur du 2e ordre m(a) := n(a)⊗n(a) en fonction de
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 de la fac¸on suivante :
m(a) = n(a) ⊗ n(a) = − (I1 − a)1 + I3 
−1
a  -
1
Da
(6.40)
avec Da = 2a − I1 + I3−2a
De´monstration.
Par de´finition, on a
∑3
a=1 m
(a) =
∑3
a=1 n
(a)⊗n(a) = 1. Multiplions m(a) par le produit (a− b)(a− c) :
(a − b)(a − c)m(a) = 2am(a) + bcm(a) − a(b + c)m(a)
= 2am
(a) + bcm
(a) − a(b + c)(1−m(b) −m(c))
= a(am
(a) + bm
(b) + cm
(c))
+I3(
−1
a m
(a) + −1b m
(b) + −1c m
(c))− a(I1 − a)1
= a[+ I3
−1
a 
−1 − (I1 − a)1] (6.41)
dans ce calcul, on a utilise´ la de´composition du tenseur inverse de  : −1 =
∑3
a=1 
−1
a n
(a) ⊗ n(a) et
l’e´quation (6.40) est de´duite en utilisant (6.36)(6.37).

Remarque 6.3.2
La proposition (6.40) est valide´e si et seulement si Da 6= 0. En notant que Da peut autrement s’e´crire
par Da = (a − b)(a − c)/a, la condition d’existence de m(a) est ve´rifie´e si a est une racine simple de
l’e´quation p() = 0.
,
Proposition 6.2
Soit a une valeur principale de . A partir de (6.31), a est une fonction de , a = a() et ses
de´rive´es s’expriment par :
∂a
∂
= n(a) ⊗ n(a) ≡m(a) (6.42)
De´monstration.
La de´rive´e de la formule spectrale de  nous donne :
d =
3∑
b=1
[dbn
(b) ⊗ n(b) + bdn(b) ⊗ n(b) + bn(b) ⊗ dn(b)] (6.43)
en contractant cette e´quation avec n(a) ⊗ n(a) et en utilisant le fait que ‖n(a)‖ = 1 ⇒ n.dn = 0,
on obtient :
d : (n(a) ⊗ n(a)) = da (6.44)
qui donne (6.42). 
Remarque 6.3.3
Suite a` cette proposition, on peut aussi de´terminer les de´rive´es des invariants I1, I2, I3 en fonction de  dans
le cas 1 6= 2 6= 3 comme suit :
∂I1
∂
= 1 ;
∂I2
∂
= I1 1−  ; ∂I3
∂
= I3 
−1 (6.45)
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,
Proposition 6.3
La de´rive´e de m(a) en fonction de  s’exprime explicitement par :
∂ * m(a) =
1
Da
[ (
I− 1⊗ 1 + I3 −1a −1 ⊗ −1 −D
′
am
(a) ⊗m(a)
+ I3 
−1
a I * −1
)
+
(
m(a) ⊗ 1 + 1⊗m(a)
) ]
− I3 
−2
a
Da
(
m(a) ⊗ −1 + −1 ⊗m(a)
) (6.46)
ou` Da = 2a − I1 + I3−2a ; D′a = 2− 2I3 −3a ; I est le tenseur identite´ du quatrie`me ordre :
Iijkl =
1
2
(δikδjl + δilδjk) (6.47)
ou` δij est le delta de Kro¨necker ; la notation I * −1 de´signe un tenseur du quatrie`me ordre qui est
de´fini par :
(I
*
−1)ijkl =
1
2
(−1ik 
−1
jl + 
−1
il 
−1
jk ) (6.48)
De´monstration.
A partir de (6.40), on a : Dam
(a) = − (I1 − a)1 + I3 −1a −1 et pour montrer (6.46), il suffit d’exprimer
∂[Dam
(a)] soit :
∂[Dam
(a)] = I− 1⊗ (1−m(a)) + −1 ⊗ (I3 −1 −1a − I3 −2a m(a)) + I3 −1a I−1
= I− 1⊗ 1 + 1⊗m(a) + I3 −1a −1 ⊗ −1 − I3 −2a −1 ⊗m(a) + I3 −1a I−1
(6.49)
autrement, on a :
∂[Dam
(a)] = Da∂m
(a) +m(a) ⊗ ∂Da
= Da∂m
(a) +m(a) ⊗ [2m(a) − 1 + I3−1−2a − 2I3−3a m(a)]
= Da∂m
(a) + D′am
(a) ⊗m(a) −m(a) ⊗ 1 + I3−2a m(a) ⊗ −1 (6.50)
prenant l’e´galite´ entre (6.49) et (6.50), on de´duit (6.46).

B. Expression explicite de la relation σ −  et du module tangent
On va chercher les formules de la contrainte σ et du module tangent C en de´rivant la fonction
e´nergie de de´formation (Wˆ ) qui a e´te´ de´termine´e par les de´formations principales dans la section
6.2.2. On a vu aussi que dans le cas ou` p() (Eq. 6.31) a des racines multiples (des racines doubles
ou triples), Da s’annule et m
(a) devient inde´fini parce qu’il n’y pas de solution unique pour m(a)
(Remarque 6.3.1). Il y a deux solutions possibles qu’on peut utiliser pour re´soudre ce proble`me :
1. Soit on peut le re´soudre nume´riquement en ajoutant une petite perturbation a` la de´formation
principale et conside´rer le proble`me toujours comme dans le cas ou` les trois racines sont
diffe´rentes. Cette fac¸on de faire simplifie beaucoup au niveau du calcul, mais pose des diffi-
culte´s dans le choix des perturbations nume´riques. Surtout avec les formules unilate´rales, les
perturbations peuvent changer le signe des variables et ensuite changent comple`tement la di-
rection du module tangent.
2. Soit on de´veloppe chaque cas diffe´rent entre les 3 valeurs principales et l’influence de la per-
turbation peut eˆtre e´vite´e. Ici, on va utiliser cette me´thode et on verra que les tenseurs m(a)
correspondant aux valeurs principales multiples n’interviennent pas dans les calculs.
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(a) Si a 6= b 6= c
Par de´finition, la contrainte est la de´rive´e au 1e ordre de la fonction de densite´ d’e´nergie (6.2).
Comme a 6= b 6= c, on peut de´composer cette de´rive´e dans la base principale :
σ =
∂Wˆ
∂
=
3∑
a=1
∂Wˆ
∂a
∂a
∂
(6.51)
sachant que ∂ * a = m
(a) (6.42), on obtient :
σ =
3∑
a=1
Wˆ ,a n
(a) ⊗ n(a) (6.52)
Cela repre´sente la de´composition spectrale de σ : σ =
∑3
a=1 σan
(a)⊗n(a) avec σa = Wˆ ,a qui sont
les valeurs principales de σ. On voit bien que les directions principales du tenseur des contraintes
sont identiques a` celles du tenseur de de´formation.
On de´rive encore une fois la fonction e´nergie de de´formation afin de calculer le module tangent :
C =
∂
∂
(
3∑
a=1
Wˆ ,am
(a))
=
3∑
a=1
m(a) ⊗ ∂Wˆ ,a
∂
+
3∑
a=1
Wˆ ,a
∂m(a)
∂
(6.53)
en de´veloppant cette expression comme dans (6.51), on peut exprimer le module tangent :
C =
3∑
a=1
3∑
b=1
Wˆ ,abm
(a) ⊗m(b) +
3∑
a=1
Wˆ ,a ∂ * m
(a) (6.54)
(b) Si a = b 6= c
Si le tenseur  a deux (et seulement deux) valeurs principales identiques, il n’y a que le vecteur
principal dans l’autre direction qui peut eˆtre de´termine´. Comme on a vu dans (6.38), la contrainte
peut aussi s’exprimer en fonction de la troisie`me direction principale :
σ = Wˆ ,a (1−m(c)) + Wˆ ,cm(c) (6.55)
et la de´rive´e de σ donne le module tangent :
C = (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )I + Wˆ ,ab 1⊗ 1
+(Wˆ ,cc−Wˆ ,aa +2Wˆ ,ab−2Wˆ ,ac )m(c) ⊗m(c)
+(Wˆ ,ac−Wˆ ,ab )(1⊗m(c) +m(c) ⊗ 1)
+ [(Wˆ ,c−Wˆ ,a )− (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )(c − a)] ∂ * m(c)
(6.56)
De´monstration.
Posons σi = Wˆ ,i (i = a, b, c), on de´rive l’e´quation σ =
∑3
i=1 σim
(i) pour trouver le module tangent :
C =
3∑
i=1
σi ∂m
(i) +
3∑
i=1
m(i) ⊗
3∑
j=1
∂σi
∂j
m(j) (6.57)
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L’e´galite´ de a = b nous donne Wˆ ,a = Wˆ ,b (ou σa = σb). On a en conse´quence :
Wˆ ,aa = λH(−tr) + 2µH(−a) = Wˆ ,bb (6.58)
Wˆ ,ac = λH(−tr) = Wˆ ,bc (6.59)
Alors, on peut avoir les conditions supple´mentaires suivantes :
∂σa
∂a
=
∂σb
∂b
= Wˆ ,aa (6.60)
∂σa
∂b
=
∂σb
∂a
= Wˆ ,ab (6.61)
∂σa
∂c
=
∂σb
∂c
=
∂σc
∂a
=
∂σc
∂b
= Wˆ ,ac (6.62)
∂σc
∂c
= Wˆ ,cc (6.63)
On applique ces conditions dans (6.57) :
C = σa ∂(m
(a) +m(b)) + σc ∂m
(c)
+ Wˆ ,aa (m
(a) ⊗m(a) +m(b) ⊗m(b)) + Wˆ ,ab (m(a) ⊗m(b) +m(b) ⊗m(a))
+ Wˆ ,ac [(m
(a) +m(b))⊗m(c) +m(c) ⊗ (m(a) +m(b))] + Wˆ ,cc m(c) ⊗m(c) (6.64)
Remplac¸ant m(a) +m(b) par 1−m(c), on obtient :
C = (σc − σa) ∂m(c) + Wˆ ,aa
∑
i=a,b
m(i) ⊗m(i)
+ Wˆ ,ab (1−m(c))⊗ (1−m(c))− Wˆ ,ab
∑
i=a,b
m(i) ⊗m(i)
+ Wˆ ,ac [(1−m(c))⊗m(c) +m(c) ⊗ (1−m(c))] + Wˆ ,cc m(c) ⊗m(c) (6.65)
Il reste le terme
∑
i=a,bm
(i) ⊗m(i) a` de´finir. Pour faire cela, on conside`re l’expression suivante :
I = ∂ =
∂
∂
3∑
i=1
im
(i) =
3∑
i=1
m(i) ⊗m(i) +
3∑
i=1
i∂m
(i)
=
∑
i=a,b
m(i) ⊗m(i) +m(c) ⊗m(c) + a∂(m(a) +m(b)) + c∂m(c)
=
∑
i=a,b
m(i) ⊗m(i) +m(c) ⊗m(c) + a∂(1−m(c)) + c∂m(c)
=
∑
i=a,b
m(i) ⊗m(i) +m(c) ⊗m(c) + (c − a)∂m(c) (6.66)
qui donne : ∑
i=a,b
m(i) ⊗m(i) = I−m(c) ⊗m(c) − (c − a)∂m(c) (6.67)
on en de´duit :
C = [(σc − σa)− (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )(c − a)]∂m(c) + (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )I
+ Wˆ ,ab (1−m(c))⊗ (1−m(c))
+ Wˆ ,ac [(1−m(c))⊗m(c) +m(c) ⊗ (1−m(c))]
+ [Wˆ ,cc−Wˆ ,aa +Wˆ ,ab ]m(c) ⊗m(c) (6.68)
apre`s simplification de cette e´quation, on obtient (6.56).

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(c) Si a = b = c
De fac¸on semblable au cas pre´ce´dent, la condition de syme´trie des de´formations principales
impose que :
Wˆ ,a = Wˆ ,b = Wˆ ,c (6.69)
Wˆ ,aa = Wˆ ,bb = Wˆ ,cc (6.70)
On peut en de´duire les conditions liants les trois valeurs principales de´pendantes qui s’e´crivent :
∂σa
∂a
=
∂σb
∂b
=
∂σc
∂c
= Wˆ ,aa (6.71)
∂σa
∂b
=
∂σb
∂a
=
∂σa
∂c
=
∂σc
∂a
=
∂σb
∂c
=
∂σc
∂a
= Wˆ ,ab (6.72)
Ces conditions simplifient beaucoup la loi de comportement qui ne de´pend que des de´rive´es de la
densite´ d’e´nergie Wˆ en fonction des de´formations principales :
σ = Wˆ ,a 1
C = (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )I + Wˆ ,ab 1⊗ 1
(6.73)
En re´sume´, pour un mate´riau dont la densite´ d’e´nergie est une fonction des de´formations prin-
cipales, a` chaque e´tat de de´formation , on peut calculer explicitement σ et C. La proce´dure de
calcul est pre´sente´e dans le tableau 6.1.
Tableau 6.1. Proce´dure de calcul de σ et C par la de´composition spectrale
(i) Calculer les invariants I1, I2, I3 (Eq. 6.32)
(ii) Trouver les de´formations principales a, b, c en re´solvant l’e´quation p() = 0 (Eq. 6.31)
p(a) = −3a + I12a − I2a + I3 = 0
(iii) Calculer les de´rive´es de la fonction d’e´nergie de de´formation : ∂iWˆ et ∂
2
ijWˆ (i, j = 1÷ 3)
(iv) Comparer a, b, c (Eq. 6.74) et calculer la contrainte σ() et le module tangente C() :
(a) Si a 6= b 6= c :
σ =
∑3
a=1 Wˆ ,a n
(a) ⊗ n(a) ;
C =
∑3
a=1
∑3
b=1 Wˆ ,abm
(a) ⊗m(b) +∑3a=1 Wˆ ,a ∂m(a)
(b) Si a = b 6= c :
σ = Wˆ ,a (1−m(c)) + Wˆ ,cm(c)
C = (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )I + Wˆ ,ab 1⊗ 1 + (Wˆ ,cc−Wˆ ,aa +2Wˆ ,ab−2Wˆ ,ac )m(c) ⊗m(c)
+ (Wˆ ,ac−Wˆ ,ab )(1⊗m(c) +m(c) ⊗ 1) + [(Wˆ ,c−Wˆ ,a )− (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )(c − a)] ∂m(c)
(c) Si a = b = c :
σ = Wˆ ,a 1
C = (Wˆ ,aa−Wˆ ,ab )I + Wˆ ,ab 1⊗ 1
Remarque 6.3.4
Dans les cas ou` la diffe´rence entre 2 de´formations a, b est petite, cela induit des singularite´s nume´riques
dans le calcul de m(a),m(b) si on utilise toujours la formule (6.40) . Dans la mise en œuvre nume´rique, on
va conside´rer a, b comme des valeurs identiques si (|a|, |b|) ve´rifient la condition suivante :
|a − b| ≤ TOL× max (6.74)
avec max = max(|a|, |b|, |c|) et TOL = 10−3
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6.4 Identification du comportement statique du ballast
On va pre´senter dans cette partie des travaux expe´rimentaux afin de trouver le comportement
statique du micro ballast. Les essais uniaxiaux sont re´alise´s avec du ballast mis dans des tubes
cylindriques. Les charges sont applique´es en plusieurs cycles afin d’atteindre un e´tat stable pour le
ballast.
6.4.1 Comportement 3D du ballast par essai uniaxial
A. Principe des essais
capteur de déplacement
jauge transversale
jauge longitudinale
Figure 6.3. Essai quasi-statique du ballast
Pre´paration de l’essai. Le but est de trouver le comportement statique e´lastique du ballast
en 3D par un essai uniaxial. On rappelle qu’avec une e´prouvette de mate´riau homoge`ne isotrope
normal, les essais uniaxiaux permettent de de´terminer les deux coefficients e´lastiques de Lame´ en
mesurant les de´formations verticales et late´rales. On va prendre le meˆme principe pour le ballast.
Comme les cailloux ne peuvent se tenir par eux meˆmes, on les met dans un tube cylindrique. La
de´formation et la contrainte late´rale du ballast peuvent eˆtre de´termine´es a` partir de la de´formation
de ce tube. La figure 6.3 pre´sente une photo de l’essai utilise´.
Le sche´ma de manip est pre´sente´ dans la figure 6.4. La charge est applique´e en utilisant une
machine de traction - compression (INSTRON) qui est capable d’atteindre 20 kN. Les cailloux sont
mis dans un tube de PVC et entre 2 disques rigides d’acier (D1 et D2). La dimension du tube de
PVC est 20cm de diame`tre, 20 cm de longueur et 3mm d’e´paisseur. La force de compression est
applique´e uniforme´ment sur les cailloux par le disque D1 dont la dimension est 3cm d’e´paisseur et
qui peut eˆtre conside´re´ comme tre`s rigide par rapport au ballast. Le diame`tre de D1 est 6mm plus
petit que celui du tube PVC afin d’e´viter la force de contact entre les deux.
La de´formation verticale du ballast est de´termine´e a` partir du de´placement de la surface ou`
on applique la force. Ces valeurs sont obtenues en utilisant un capteur de de´placement (dont
l’amplitude mesurable est ±0.5cm) qui est mis verticalement en dessus du plateau.
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J2 J1
tube de PVC
D2
D1
BALLAST
capteur de
déplacement
F
Figure 6.4. Essai quasi-statique du ballast
Les caracte´ristiques me´caniques du PVC utilise´ sont de´termine´es simplement par un essai de
compression du tube seul. Il nous donne une courbe line´aire qui est la relation entre la de´formation
axiale et la force verticale applique´e. La pente de cette courbe nous permet de de´terminer la rigidite´
verticale du tube EPV Cver = 1.23GPa (E
PV C
ver = σ33/33). Le coefficient de Poisson du PVC ν est
obtenu en mesurant la de´formation late´rale et vaut ν = 0.4.
Le ballast utilise´ dans cet essai est a` l’e´chelle 1/3 et re´sulte d’un me´lange de cailloux avec les
3 diffe´rentes coupures suivantes :
• 20 % pour la classe granulome´trique 6-10 mm
• 30 % pour la classe granulome´trique 10-14 mm
• 50 % pour la classe granulome´trique 14-20 mm
Comme le comportement du ballast de´pend beaucoup de sa mise en œuvre, les cailloux mis
dans le tube de PVC sont d’abord pre´-tasse´s en utilisant une machine de tassement.
La de´formation late´rale du ballast est re´cupe´re´e a` partir de la de´formation du tube de PVC.
Quand on applique une force verticale sur le ballast, elle va causer deux de´formations dans le tube
de PVC : la de´formation radiale due a` la pression interne et la de´formation verticale due a` la force de
frottement entre les cailloux et le tube. Pour mesurer ces de´formations, deux jauges longitudinales
(J1) et deux jauges transversales (J2) sont donc colle´es syme´triquement sur la surface exte´rieure
du tube PVC au niveau du milieu de la hauteur du tube. Ces jauges ont des longueurs de 6cm et
des re´sistances de 120Ω.
Proce´dure des essais. On applique les charges quasi-statiques en plusieurs cycles. L’amplitude
maximale de la force applique´e est 10kN. La vitesse de de´placement de la barre transversale est
0.5mm/minute et les cycles de chargement sont controˆle´s par le logiciel AUTOTRAC. Les signaux
d’acquisition sont re´cupe´re´s en utilisant le logiciel LABVIEW par une voie pour la force applique´e,
une voie pour les capteurs de de´placement, deux voies pour les jauges longitudinales et deux voies
pour les jauges transversales. La figure 6.5 pre´sente une courbe donnant la relation entre la force
applique´e et le de´placement vertical dans les 20 premiers cycles.
Calcul des parame`tres du ballast Conside´rons le ballast comme un mate´riau e´lastique iso-
trope homoge`ne, les caracte´ristiques du ballast sont de´termine´es en utilisant la formule de com-
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Figure 6.5. Relation force - de´placement
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Figure 6.6. Force - de´placement au dernier cycle
portement e´lastique 3D :
σ = λ(tr)1 + 2µ (6.75)
On note d, D, e, L respectivement le diame`tre inte´rieur, le diame`tre exte´rieur, l’e´paisseur et la
longueur du tube PVC (Figure 6.4). Les capteurs de de´placement nous permettent de calculer la
de´formation verticale du ballast :
33 =
∆L
L
(6.76)
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Comme la force applique´e est syme´trique et le ballast est suppose´ homoge`ne, la de´formation est
plane dans la section (A-A) et les de´formations radiales (rr) et tangentes (θθ) sont identiques
3.
Supposons que le de´placement soit continu entre le ballast et le tube, ces de´formations s’expriment
a` partir de celles du tube PVC qu’on mesure par deux jauges transversales (trans) :
rr = θθ = trans (6.77)
(a) (b)
rr
rr θθ
33
33
θθ
te
σrr
te
Figure 6.7. Notation de la de´formation a` un point (a) et de la pression interne (b)
En notant T la force totale de frottement sur la surface inte´rieure du tube, la contrainte verticale
sur le ballast dans la section A-A est :
σ33 =
P − T
Aballast
(6.78)
ou` Aballast est l’aire de la section de ballast. La force de frottement T comprime le tube PVC et
provoque une de´formation longitudinale qu’on mesure par deux jauges longitudinales :
T = EPV Cver longiA
PV C (6.79)
on en de´duit :
σ33 =
P −EPV Cver longiAPV C
Aballast
(6.80)
La pression σrr va causer une tension t uniforme (en utilisant l’hypothe`se de tube mince) dans
l’e´paisseur du tube de PVC (t = r
e
σrr) et une de´formation trans qu’on mesure par deux jauges
transversales. Elle est alors de´termine´e :
σrr =
te
r
=
EPV Ctranse
r
(6.81)
On connaˆıt toutes les composantes de l’e´tat de de´formation et de contrainte dans le ballast, en
utilisant (6.75) :
σ33 = λtr+ 2µ33 (6.82)
σrr = λtr+ 2µrr (6.83)
deux coefficients de Lame´ sont de´finis :
µ =
σ33 − σrr
2(33 − rr) ; λ =
σ33 − 2µ33
tr
(6.84)
Le module d’Young et le coefficient de Poison s’expriment :
E =
µ(3λ + 2µ)
λ + µ
; ν =
E − 2µ
2µ
(6.85)
On peut donc calculer λ et µ a` chaque pas du chargement. On suppose que λ est une fonction de
la dilatation λ = λ(I1) avec I1 = tr et µ dans chaque direction est une fonction de la de´formation
µ = µ(i).
3En supposant que la de´formation radiale (rr) dans la section A-A est constante, rr peut s’exrimer par :
rr =
∂u
∂r
= ur
r
. On a : θθ =
1
r
∂uθ
∂θ
+
ur
r
= rr comme uθ = 0 (la de´formation est syme´trique par rapport a` Or).
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B. Discussion sur le re´sultat obtenu
- On constate que le tassement est tre`s important et diminue de plus en plus apre`s les cycles de
chargement. On doit donc re´aliser suffisamment de cycles afin d’obtenir un e´tat stable. En fait,
il faut environ 60-80 cycles de chargement.
- La courbe de force - de´placement au dernier cycle pre´sente´e sur la Figure 6.6 a une forme de
type parabolique. La courbure en de´charge est plus importante par rapport a` la courbe en charge.
Toutefois, la courbe de charge - de´charge est ferme´e et on peut supposer que le ballast est un
mate´riau e´lastique non-line´aire.
- Les figures 6.8 et 6.9 tracent les courbes de λ et µ en fonction de I1 et . On constate que la
rigidite´ du ballast s’accroit en fonction de la de´formation. En plus, ces courbes λ − I1 et µ − 
sont assez re´gulie`res et ont aussi des formes paraboliques.
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Figure 6.8. Coefficient λ en fonction de I1
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Figure 6.9. Coefficient µ en fonction de 
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- Les valeurs calcule´es sont tre`s varie´es suivant les essais meˆme avec des conditions aux limites
identiques (le tube et le chargement), on peut remarquer que le caracte`re me´canique du ballast
de´pend beaucoup de l’e´tat initial des cailloux dans le tube.
- Afin de de´terminer les formules de λ et µ, on prend les valeurs moyennes des essais re´alise´s.
On remarque que ces valeurs peuvent eˆtre ajuste´es avec des polynoˆmes du 4e ordre dont les
coefficients sont les suivants :
λ = 7.1× 1011I41 + 3.18× 109I31 + 7.5 × 106I21 + 1.54× 104I1 + 18.5 (6.86)
2µ = 1.8× 10114 + 9.51 × 1083 + 2.89 × 1062 − 5.94 × 102 + 14.2 (6.87)
6.5 Validation nume´rique
La proce´dure de calcul des proble`mes en e´lasticite´ 3D non-line´aire avec la de´composition spec-
trale du tenseur des de´formations est inte´gre´e dans le logiciel d’e´le´ments finis CESAR (LCPC). On
calcule un test nume´rique sur une structure simple pour de´montrer le me´canisme d’effet non-tension
dans la structure.
Ce calcul est destine´ a` simuler un essai quasi-statique sur le ballast. On applique une pression
uniforme sur un talus de ballast dont la ge´ome´trie est un coˆne tronque´ (figure 6.10).
h
σ

σ

d
D
45o
p
h = 10cm
d = 20cm
p = 88.42 × 10−3MPa
Figure 6.10. Pression uniforme sur un talus de ballast
On utilise le mode`le e´lastique non-line´aire pour le ballast. La structure est calcule´e dans les
deux cas d’e´lasticite´ normale et non-tension. Les coefficients λ˜ et µ˜ sont pris a` partir des re´sultats
expe´rimentaux (eqs. 6.86,6.87).
Les figures suivantes pre´sentent les re´sultats calcule´s dans les cas des lois de comportement
e´lastique non-line´aire normale (Figures 6.11 - 6.14) et unilate´rale (Figures 6.15 - 6.18). Comme la
structure est syme´trique, il suffit de visualiser les re´sultats dans une section verticale. La compa-
raison en chiffre est pre´sente´e dans le tableau 6.5.
On constate dans le contour des contraintes majeures (6.11) du cas e´lastique qu’il y a une zone
de contraintes positives a` coˆte´ de la surface late´rale. La valeur maximale des contraintes positives
(≈ 1.5 × 10−3MPa) est assez importante (environ 14%) par rapport a` la valeur minimale des
contraintes ne´gatives (≈ 1.0 × 10−2MPa Fig. 6.12). Au contraire, avec le mode`le non-tension,
il n’y a pas du tout de contraintes positives (Fig. 6.15 et 6.16). Les contraintes dans ce mode`le
s’arrangent et la valeur minimale des contraintes ne´gatives est environ 14% plus importante par
rapport au cas e´lastique.
La structure dans le cas non-tension est e´videmment plus souple que l’autre. On a une valeur
maximale de −0.0634mm pour le de´placement vertical dans le cas non-tension (Fig. 6.18). Par
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comparaison avec le cas e´lastique ou` elle vaut −0.0414mm, elle est 53% plus grande. Aussi dans
les de´placements late´raux, la diffe´rence est de 210%.
Tableau 6.2.
Valeurs maximales de Mode`le classique Mode`le non-tension Diffe´rence
Contrainte principale positive 1.5× 10−3 MPa 0 ×
Contrainte principale ne´gative −1.03× 10−2 MPa −1.18× 10−2 MPa 15%
De´placement vertical −4.14× 10−2 mm −6.344 × 10−2 mm 53%
De´placement horizontal 1.38 × 10−2 mm 4.32× 10−3 mm 210%
Contrainte majeure S1
−.00485642
−.00415171
−.003447
−.00274228
−.00203757
−.00133286
−.00133286
−.00062814
7.6568E−5
.00078128
.00148599
.00219071
Figure 6.11. Mode`le e´lastique nonline´aire - contrainte majeure
Contrainte mineure S3
−.0103319
−.00923486
−.00813779
−.00704072
−.00594364
−.00484657
−.00484657
−.00374949
−.00265242
−.00155535
−.00045827
.0006388
Figure 6.12. Mode`le e´lastique nonline´aire - contrainte mineure
Deplacement U
0.
1.3774E−6
2.7549E−6
4.1323E−6
5.5098E−6
6.8872E−6
6.8872E−6
8.2647E−6
9.6421E−6
1.102E−5
1.2397E−5
1.3774E−5
Figure 6.13. Mode`le e´lastique nonline´aire - de´placement late´ral
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Deplacement W
−4.141E−5
−3.7269E−5
−3.3128E−5
−2.8987E−5
−2.4846E−5
−2.0705E−5
−2.0705E−5
−1.6564E−5
−1.2423E−5
−8.2821E−6
−4.141E−6
0.
Figure 6.14. Mode`le e´lastique nonline´aire - de´placement vertical
Contrainte majeure S1
−.00368012
−.00329086
−.00290161
−.00251235
−.0021231
−.00173384
−.00173384
−.00134458
−.00095533
−.00056607
−.00017682
.00021244
Figure 6.15. Mode`le non tension - contrainte majeure
Contrainte mineure S3
−.0118205
−.0106244
−.00942816
−.00823197
−.00703578
−.00583958
−.00583958
−.00464339
−.00344719
−.002251
−.00105481
.00014139
Figure 6.16. Mode`le non tension - contrainte mineure
Deplacement U
0.
4.7988E−6
9.5976E−6
1.4396E−5
1.9195E−5
2.3994E−5
2.3994E−5
2.8793E−5
3.3592E−5
3.8391E−5
4.3189E−5
4.7988E−5
Figure 6.17. Mode`le non tension - de´placement late´ral
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Deplacement W
−6.3468E−5
−5.6624E−5
−4.9779E−5
−4.2935E−5
−3.609E−5
−2.9246E−5
−2.9246E−5
−2.2401E−5
−1.5557E−5
−8.7126E−6
−1.8681E−6
4.9763E−6
Figure 6.18. Mode`le non tension - de´placement vertical
6.6 Conclusion
On a propose´ un mode`le continu macroscopique des mate´riaux ballast. Vu les re´sultats d’essai
obtenus, on peut dire que le comportement du ballast est du type e´lastique non-line´aire en com-
pression. En revanche, la loi de comportement est introduite pour que les de´formations en tension
dans certaines directions ne causent aucune contrainte normale dans cette direction. Une fonction
d’e´nergie de de´formation est propose´e en modifiant celle du cas e´lastique classique. La re´solution
nume´rique est faite par une proce´dure classique d’e´le´ments finis pour le proble`me e´lastique non-
line´aire qui est e´crit dans la base principale des de´formations.
Cette ide´e peut eˆtre utilise´e pour les autres mate´riaux de type granulaire (comme le sable
...). En plus, avec la fonction d’e´nergie de de´formation propose´e, on peut facilement conside´rer les
cas plus complique´s des mate´riaux avec de la visco-e´lasticite´ unilate´rale ou de l’e´lasto-plasticite´
unilate´rale.
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Chapitre 7
Massif 3D non-line´aire soumis a` une
charge mobile.
7.1 Introduction
On a vu dans le chapitre 2 que le proble`me d’un massif multi-couche soumis a` une charge mobile
peut eˆtre re´solu par une me´thode semi-analytique. Cette me´thode donne des re´sultats exacts mais
n’est valable que dans le cas e´lastique. Dans les cas ou` on a un comportement non-line´aire des
mate´riaux (qui n’est pas du tout ne´gligeable pour des mate´riaux comme le ballast), la me´thode
des e´le´ments finis doit eˆtre envisage´e. Le proble`me se rame`ne a` re´soudre un syste`me d’e´quations
diffe´rentielles en temps avec les conditions initiales :
MU¨(t) + KU(t) = F(X, t) (7.1)
U(0) = U0 ; U˙(0) = V0 (7.2)
ou` M et K sont respectivement les matrices de masse et de rigidite´, F est le vecteur des forces
exte´rieures qui n’est pas fixe dans l’espace. Un tel vecteur force demande un gros maillage pour
pouvoir s’affranchir du re´gime transitoire ce qui est presque impossible dans le cas tridimensionnel.
Les parties suivantes pre´sentent une me´thode des e´le´ments finis modifie´e qui permet de passer
directement dans le re´gime permanent et de traiter statiquement le proble`me dans un domaine
mobile avec une modification de la matrice de rigidite´.
7.2 E´quations du proble`me
7.2.1 E´quations d’e´quilibre dans le domaine mobile
On conside`re une structure solide tridimensionnelle occupant un domaine Ω : Ω = {x(x, y, z) ∈
R
3} dont la frontie`re Γ = Γσ ∪Γu. Supposons que Ω ne supporte qu’une force ponctuelle exte´rieure
f(x, t) d’amplitude variable en fonction du temps (ou constante) f 0(t) qui se de´place suivant l’axe
Ox avec une vitesse v constante :
f(x, t) = f 0(t)δ(x − vt)δ(y)δ(z) (7.3)
Le proble`me consiste a` de´terminer quels sont les champs me´caniques (de´placement, vitesse,
acce´le´ration) stationnaires dans la structure. On note u(x, t) le vecteur de´placement : (x, t) ∈
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Ω×]0, T [ ou` T est l’intervalle de temps du calcul. On peut e´crire l’e´quation d’e´quilibre dans Ω et
les conditions aux limites :
ρ
∂2u(x, t)
∂t2
−Divxσ(x, t) = 0 x ∈ Ω
σ(x, t) · n = f(x, t) x ∈ Γσ
u(x, t) = 0 x ∈ Γu
(7.4)
ou` ρ est la masse volumique, n est le vecteur normal a` la surface Γσ, σ de´signe le tenseur des
contraintes qui est relie´ au tenseur des de´formations  par une loi de comportement qui, dans le
cas e´lastique, s’e´crit σij() = Cijklkl avec (x, t) =
1
2 [∇u(x, t) +∇tu(x, t)].
.
y
z
x
O
y∗
O∗
x∗
vt
Γf
z∗
repe`re fixe
repe`re mobile/
0δ(x− vt)δ(y)δ(z)
Γu : 0 = ¯0
Ω
Figure 7.1.
On re´alise un changement de coordonne´es x(x, y, z) → x∗(x−vt, y, z) et on rame`ne le domaine
de calcul dans un nouveau repe`re qui s’attache a` la position de la force. Dans ce nouveau repe`re,
une certaine fonction h et sa de´rive´e en temps de´pendent aussi de x∗ :
(h)(x, t) = (h)∗(x∗, t) (7.5)
∂
∂t
(h)(x, t) =
(
∂
∂t
− v ∂
∂x∗
)
(h)∗(x∗, t) (7.6)
∂2
∂t2
(h)(x, t) =
(
∂2
∂t2
− 2v ∂
2
∂t∂x∗
+ v2
∂2
∂x∗2
)
(h)∗(x∗, t) (7.7)
En remplac¸ant ces relations dans (7.4), le syste`me d’e´quations dans le domaine mobile s’e´crit :
ρ
∂2u∗(x∗, t)
∂t2
− 2ρv∂
2u∗(x∗, t)
∂t∂x∗
+ ρv2
∂2u∗(x∗, t)
∂x∗2
−Divxσ∗(x∗, t) = 0 x∗ ∈ Ω∗
σ∗(x∗) · n = f0δ(x∗)δ(y)δ(z) x∗ ∈ Γ∗σ
u∗(x∗) = 0 x∗ ∈ Γ∗u
(7.8)
Le proble`me consiste donc a` re´soudre un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles du 2e ordre
par la me´thode des e´le´ments finis. Afin de simplifier la notation, on va supprimer les ”∗” dans les
expressions qui suivent.
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7.2.2 Formulation faible et discre´tisation
Nous utilisons la proce´dure classique des e´le´ments finis pour re´soudre le syste`me (7.8). L’ex-
pression de la formulation faible de ce proble`me s’e´crit :
W =
∫
Ω
< ρ
∂2u(x, t)
∂t2
− 2ρv∂
2u(x, t)
∂t∂x
+ ρv2
∂2u(x, t)
∂x2
−Divxσ(x), δu(x) > dΩ = 0
∀δu(x) ∈ Cad (7.9)
ou` <,> repre´sente le produit scalaire et δu est la fonction test qui est de´finie dans l’espace des
de´placements admissibles Cad.
Pour simplifier la notation, on note ∂u
∂t
= u˙, ∂
2u
∂t2
= u¨ et ∂u
∂x
= u,x. En utilisant la formule de
Green dans l’inte´gration (7.9) et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient :
W =
∫
Ω
ρu¨ · δu dΩ−
∫
Ω
2ρvu˙,x · δu dΩ−
∫
Ω
ρv2 u,x · δu,x dΩ
+
∫
Ω
(σ : ∇δu) dΩ−
∫
Γσ
f · δu dΓ = 0
(7.10)
Le domaine Ω est repre´sente´ par un ensemble de sous domaines Ω =
∑
e
Ωe et l’inte´gration (7.10)
est de´finie par : W =
∑
e W =
∑
e[
∫
Ωe(.)+
∫
Γe(.)]. L’inte´gration dans chaque e´le´ment Ω
e peut eˆtre
e´value´e en fonction des de´placements aux noeuds U e par l’approximation :
ue(x, t) ≈
n∑
i=1
N i(x)U
e
i (t) = N (x)U
e(t) (7.11)
ou` N est la fonction d’interpolation. La fonction test du type de Galerkin utilise la meˆme fonction
d’interpolation que ue : δue = NδU e.
Rappelons que pour la mise en oeuvre de la me´thode des e´le´ments finis, le produit (σ : δ) est
habituellement repre´sente´ par σtδ qui peut s’exprimer en fonction de U graˆce a` (7.11) [51] :
σ = {σ11 σ22 σ33 σ12 σ13 σ23}t = D (7.12)
 = {11 22 33 212 213 223}t = BU (7.13)
De la meˆme fac¸on, on a aussi δ = BδU. En remplac¸ant ces approximations dans (7.10), on
obtient :
W e = (δUe)t
(∫
Ωe
ρN tN dΩ
)
U¨e − (δUe)t
(∫
Ωe
2ρvN tN ,x dΩ
)
U˙e
+(δUe)t
(
−
∫
Ωe
ρv2N t,xN ,x dΩ +
∫
Ωe
BtDB dΩ
)
Ue
− (δU e)t
∫
Γe
N tfe dΓ (7.14)
L’assemblage des sous domaines Ωe (7.14) me`ne au syste`me d’e´quations dynamique suivant :
MU¨(t) + C˜ U˙(t) + K˜U(t) = F(t) (7.15)
ou` :
• M est la matrice de masse : M =
∑
e
∫
Ωe
ρN tN dΩ.
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• C˜ est la matrice d’amortissement mobile : C˜ = −
∑
e
∫
Ωe
2ρvN tN ,x dΩ.
• K˜ = Ks −Kv est la matrice de rigidite´ mobile avec :
◦ Ks =
∑
e
∫
Ωe
BtDB dΩ repre´sente la matrice de rigidite´ statique de la structure.
◦ Kv =
∑
e
∫
Ωe
ρv2N t,xN ,x dΩ repre´sente l’influence de la vitesse v.
• F =
∑
e
∫
Γe
N tf e dΓ est le vecteur force exte´rieure.
Remarque 7.2.1
1. On peut montrer facilement que [Kv] et [Ks] sont deux matrices syme´triques et positives. La syme´trie
de [K˜] est donc toujours assure´e.
2. La matrice d’amortissement C˜ est non-symme´trique.
3. L’e´quation (7.15) pre´sente tre`s bien l’influence de la vitesse de la charge mobile sur la structure. Le
proble`me mobile a une rigidite´ plus faible que dans le cas statique. Dans le cas statique, le vecteur
de´placement est obtenu simplement par {U} = [K˜]−1{F}. Plus la vitesse est e´leve´e, plus la rigidite´
mobile est faible, et plus le champ de de´placement est important.
4. La positivite´ de [K˜] de´pend de la valeur de la vitesse v. La matrice de rigidite´ [K˜] pourrait ne pas eˆtre
positive avec une vitesse v suffisamment grande. Dans ce cas, la forme faible (7.9) n’est plus valable
(the´ore`me de Lax-Migram).
7.2.3 Re´solution du proble`me non-line´aire statique.
Dans le cas ou` l’amplitude de la charge est constante, la solution stationnaire dans le repe`re
mobile devient statique, et le syste`me d’e´quations d’e´le´ments finis se re´duit a` :
K˜U = F (7.16)
Dans le cas nonline´aire, une proce´dure ite´rative doit eˆtre envisage´e. On peut utiliser la me´thode
de Newton-Raphson classique pour ce proble`me de charge mobile (7.16). Supposons qu’on a une loi
de comportement qui s’e´crit sous la forme : {σ} = [D()]{}, la proce´dure de calcul est re´sume´e
dans le sche´ma suivant :
(a) A l’ite´ration i : U (i) et (i) :
◦ Calcul du vecteur re´sidu :
R(i) =
∫
Ω
Btσ(i) dΩ−
∫
Ω
ρv2N t,xN ,xU
(i) dΩ− F (7.17)
◦ Calcul de la matrice tangente :
K˜
(i)
T =
∫
Ω
BtD((i))B dΩ−
∫
Ω
ρv2N t,xN ,x dΩ (7.18)
(b) Calcul d’incre´ment et mise a` jour de la solution a` l’ite´ration i :
∆U (i) = −
(
K˜
(i)
T
)−1
R(i) (7.19)
U (i+1) = U (i) + ∆U (i+1) (7.20)
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(c) Ve´rification de la convergence
< R(i),∆U (i+1) >
< R(0),∆U (1) >
< tol (7.21)
ou` tol est une tole´rance autorise´e. Si la condition (7.21) est ve´rifie´e, la solution finale est
{U} = {U}(i+1). Sinon, on revient en (a) et on calcule la nouvelle ite´ration.
On voit bien que par rapport au cas statique, la vitesse n’intervient dans la matrice tangente de
rigidite´ que comme une constante. Le calcul du comportement des mate´riaux peut donc eˆtre re´alise´
de fac¸on inde´pendante.
La matrice de rigidite´ modifie´e dans le domaine mobile a e´te´ imple´mente´e dans le code d’e´le´ments
finis CESAR du LCPC.
7.3 Validation
On pre´sente une validation nume´rique dans le cas ou` il y a une force qui se de´place sur la
surface libre d’un demi espace e´lastique infini. Comme ce proble`me est syme´trique par rapport
au plan Ox,Oz, on peut enlever une moitie´ du mode`le (la partie y < 0) et ajouter la condition
uy = 0. La structure est mode´lise´e dans un domaine de dimension (−16, 16)× (0, 16)× (−16, 0) par
un maillage de 9581 noeuds et de 2000 e´le´ments cubiques de 20 noeuds. Les noeuds aux surfaces
exte´rieures sont fixe´s. Les parame`tres du mate´riau utilise´ sont : module d’Young E = 130MPa,
coefficient de Poisson ν = 0.3. Une force ponctuelle de 1000N est applique´e au point (0, 0, 0).
z
x
y
uy = 0
0
Figure 7.2. Maillage de la structure
7.3.1 Solution line´aire
Ci-dessous sont les solutions des de´placements verticaux au niveau de la profondeur de 0.35m
dans le plan y = 0. La figure (7.3) pre´sente une comparaison entre la solution analytique et la
solution par e´le´ments finis dans le cas de la vitesse v = 50m/s. On obtient une petite diffe´rence
entre ces deux solutions qui vient du fait qu’on a utilise´ une condition fixe aux limites.
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Figure 7.3. Comparaison des solutions analytique et par e´le´ments finis
Dans la figure (7.4), on compare les de´placements verticaux dans les cas ou` la force se de´place
avec les vitesses de 50m/s, 100m/s,150m/s,180m/s. Cette comparaison montre bien l’effet tre`s
important de la vitesse de la charge sur la structure.
On remarque aussi que le proble`me ne peut pas eˆtre re´solu pour les vitesses plus e´leve´es comme
pour ce massif, la vitesse de Rayleigh vaut ≈ 190m.s−1.
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Figure 7.4. Les de´placements duˆs aux diffe´rentes vitesses
7.3.2 Solution non-line´aire
On s’inte´resse maintenant au proble`me d’un massif non-line´aire soumis a` une charge mobile.
Pour ce faire, on va introduire une non line´arite´ de type unilate´ral (qu’on a pre´sente´ dans le chapitre
pre´ce´dent) dans la structure conside´re´e.
On suppose que le mate´riau est e´lastique line´aire unilate´ral avec un module d’Young en tension
(Et) qui vaut la moitie´ de celui en compression (Ec = 130MPa).
La figure 7.5 pre´sente les re´sultats de de´placement horizontal et vertical en comparant avec ceux
des cas line´aires : soit avec une rigidite´ Et, soit avec une rigidite´ Ec. On a obtenu une solution de
de´placement vertical qui se trouve entre les deux solutions line´aires, puisque ce massif non-line´aire
est plus souple que celui avec Ec et est plus rigide que l’autre.
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Figure 7.5. De´placement horizontal et vertical dans un massif non-line´aire.
7.4 Couplage d’une poutre et d’un demi-espace a` deux couches
On re´alise dans cette partie des calculs sur un proble`me plus re´aliste. Le mode`le de calcul est
un couplage entre une poutre, qui repre´sente le rail, et un demi-espace constitue´ de deux couches,
qui repre´sentent la couche de ballast et sol.
7.4.1 Maillage
Le maillage de calcul est pre´sente´ dans la figure 7.6. Comme le proble`me est syme´trique par
rapport au plan Oxz, on ne maille que la partie y ≥ 0. Le maillage se compose de trois groupes
d’e´le´ments de diffe´rents mate´riaux pour le rail, la couche de ballast et le sol.
ZOO
M
Figure 7.6. Maillage
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• Le rail. Pour simplifier la ge´ome´trie de la section-I du rail mais garder la meˆme re´partition de
charge sur le ballast, on introduit une section de forme rectangulaire qui a toujours la meˆme
largeur et aussi le meˆme moment d’inertie I. Appelons la largeur et la hauteur de cette section
rectangulaire par b et h, elles sont de´termine´es en fonction de S et I par : h = 3
√
12I
b
et la masse
volumique utilise´e pour le rail est e´gale a` ρ′ = ρSrail
bh
. Dans ce calcul ou` le rail qu’on utilise a
b = 15 cm, ρS = 60.34 kg/m et I = 3060 cm4, on peut utiliser une section rectangulaire dont
h = 13.5 cm, b = 15 cm et ρ′ = 2980 kg/m3 (1).
Dans CESAR, cette poutre est maille´e par des e´le´ments volumiques de type cubique de 20 noeuds
et on utilise quatre e´le´ments pour chaque section. Dans le calcul, on suppose qu’elle reste toujours
e´lastique line´aire.
• Le ballast. La couche de ballast est mode´lise´e comme une couche infinie dont l’e´paisseur est de
30 cm. C’est dans cette couche que la non line´arite´ sera introduite. Cette couche est mode´lise´e
par des e´le´ments cubiques de 20 noeuds.
Pour les calculs line´aires, le module d’Young du ballast est e´gal a` 130MPa. Pour les calculs
non-line´aires, on utilise les polynoˆmes de λ et µ qu’on a identifie´s dans le chapitre pre´ce´dent.
σ
e´lastique line´aire

σ

σ

σ

e´lastique line´aire unilate´ral e´lastique nonline´aire e´lastique line´aire unilate´ral
• Le sol. Le sol est aussi suppose´ eˆtre e´lastique line´aire et est maille´ par des e´le´ments prismes de
15 noeuds. Le module d’Young du sol est pris e´gal a` Es = 100MPa.
Le maillage a 16761 noeuds au total avec 4088 e´le´ments (2800 e´le´ments cubiques de 20 noeuds et
1288 e´le´ments prismes de 15 noeuds).
La charge est une force constante d’amplitude 170 kN applique´e sur la poutre.
7.4.2 Re´sultats et discussions
Les re´sultats sont obtenus en re´alisant des calculs avec les quatre cas de comportement du
ballast : e´lastique line´aire et e´lastique nonline´aire, avec ou sans comportement unilate´ral.
On visualise dans la figure 7.7 les contours des contraintes principales maximales dans le plan
y = 0. On peut constater que la zone ou` il existe des contraintes principales positives dans le
mode`le line´aire va disparaˆıtre en utilisant la loi unilate´rale. Par contre, les contraintes ne´gatives
sont plus importantes dans le mode`le unilate´ral.
La figure 7.8 pre´sente les comparaisons des de´placements verticaux au niveau z = −15 cm (la
moitie´ de l’e´paisseur de la couche de ballast) dans la surface y = 0. On constate que les de´placements
verticaux avec le comportement unilate´ral sont plus importants, surtout dans le cas non-line´aire.
Dans le cas non-line´aire, le de´placement statique du a` la gravite´ est beaucoup plus important avec
le mode`le unilate´ral.
1On peut aussi utiliser une section rectangulaire e´quivalente en gardant le meˆme ρ, mais elle aurra une largeur
tre`s petite qui ne peut pas bien repre´senter la re´partion de la charge
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(a) Comportement élastique linéaire
Contrainte majeure S1
−148091.
−125647.
−103203.
−80758.9
−58314.9
−35870.8
−35870.8
−13426.8
9017.25
31461.3
53905.3
76349.4
(b) Comportement  élastique linéaire unilatéral
Contrainte majeure S1
−166695.
−144260.
−121825.
−99389.4
−76954.3
−54519.1
−54519.1
−32084.
−9648.81
12786.3
35221.5
57656.6
Figure 7.7. Contour des contraintes principales maximales dans surface y = 0
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Figure 7.8. Comparaison des de´placements verticaux avec ou sans effet
unilate´ral : proble`me line´aire (gauche) et nonline´aire (droite)
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Si on ne´glige le de´placement du a` la force de gravite´, on trouve que les amplitudes des
de´placements verticaux correspondant aux comportements non-line´aires sont beaucoup plus im-
portants par rapport a` ceux des cas line´aires. L’hypothe`se line´aire n’est donc pas suffisante pour
le calcul.
Ces remarques montrent que les deux composantes non-line´aires (unilate´ral et e´lastique non-
line´aire) sont aussi importantes pour la re´ponse de la structure.
La figure 7.9 montre l’effet de vitesse de la charge sur le de´placement vertical. On voit bien que
le de´placement ne varie pas line´airement en fonction de la vitesse. Quand cette vitesse est petite
(le cas v = 25m/s), il n’y a quasiment pas d’effet dynamique du au mouvement de la charge. Cet
effet dynamique devient nettement plus important dans le mode`le unilate´ral.
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Figure 7.9. Comparaison des de´placements verticaux en fonction de la vitesse
Avec les de´placements obtenus, on peut aussi de´terminer les acce´le´rations par la relation u¨(x) =
v2∂,xxu(x). La figure 7.10 pre´sente des comparaisons des acce´le´rations calcule´es avec les mode`les
diffe´rents. Les de´rive´es en x sont calcule´es directement a` partir des vecteurs de de´placement en
utilisant des outils nume´riques. Les acce´le´rations obtenues avec les mode`les line´aires sont nettement
infe´rieures a` celles calcule´es avec les mode`les non-line´aires. Cette remarque se signifie, qu’avec un
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Figure 7.10. Comparaison des acce´le´rations
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ballast bien bourre´ dont le comportement est assez rigide et line´aire, l’acce´le´ration verticale est
moins importante.
7.5 Conclusion
On a pre´sente´ une formulation par e´le´ments finis pour re´soudre les proble`mes de charge mobile
en re´gime permanent par un changement de coordonne´es. L’avantage de cette me´thode est que l’on
peut traiter le proble`me avec une charge fixe comme en statique. Cette me´thode n’est valable que
dans les cas ou` la vitesse de la charge reste subsonique.
Le mode`le n’est pas encore e´tudie´ en de´tail, mais on peut faire les remarques suivantes :
◦ Dans le cas e´lastique, cette me´thode est valable seulement dans les cas ou` la vitesse de la charge
est infe´rieure a` une vitesse critique qui correspond a` la plus petite vitesse d’onde de Rayleigh
dans le milieu.
◦ Dans le cas unilate´ral, la vitesse critique diminue. On remarque aussi que meˆme si la rigidite´ en
tension dans le ballast est nulle, il y a toujours des ondes de cisaillement qui peuvent se propager
de fac¸on normale.
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Conclusions et Perspectives
Conclusions
Les phe´nome`nes physiques et les approches de re´solution du proble`me dynamique non-line´aire
des structures infinies soumises a` des charges mobiles ont e´te´ e´tudie´s. Dans ce me´moire, on s’est
concentre´ sur les influences du mouvement de la charge (en tenant e´ventuellement compte des effets
d’amplitudes variables) pour plusieurs mode`les de structures (unidimensionnel, tridimensionnel)
avec diffe´rents comportements. Les solutions obtenues ont des valeurs et des natures qui de´pendent
strictement des caracte´ristiques des charges et des structures.
Les calculs re´alise´s montrent que la surcharge due a` la vitesse de la charge est tre`s importante et
ne peut pas eˆtre ne´glige´e dans une e´tude de dimensionnement des structures soumises a` une charge
mobile. Par exemple, dans le cas line´aire (chapitre 2), les amplitudes des solutions augmentent
de fac¸on exponentielle en fonction de la vitesse de la charge. Plus en de´tail, on peut constater
aussi que le facteur le plus important qui de´cide le me´canisme de propagation d’ondes dans le
proble`me de charge mobile est le rapport entre la vitesse de la charge et les vitesses des ondes
du milieu. Ce rapport distingue le proble`me en deux re´gimes principaux : re´gime subsonique et
re´gime supersonique. En passant de l’un a` l’autre, on de´finit une vitesse critique de la charge. Dans
cette e´tude, une autre vitesse critique a e´te´ aussi de´finie, pour laquelle le champ d’acce´le´ration
commence a` avoir des valeurs qui de´passent la gravite´.
Les e´valuations pre´liminaires sur le mode`le line´aire montrent que, dans les cas ou` la rigidite´
est faible, la charge peut atteindre la vitesse crique et au dela` de cette vitesse, des ondes de chocs
sont cre´e´es, qui provoquent des de´placements et des acce´le´rations tre`s importants. Ces calculs ont
montre´ aussi que, en absence du rail, une force ponctuelle n’est pas tre`s utile pour repre´senter une
charge de ve´hicule a` cause de sa forme singulie`re, surtout dans la de´termination des acce´le´rations.
Cet inconve´nient peut eˆtre ame´liore´ en utilisant une force re´partie.
Le me´canisme de la propagation d’ondes devient beaucoup plus complexe en introduisant des
comportements non-line´aires dans la structure. Deux types diffe´rents de non-line´arite´ qui peuvent
s’adapter pour le ballast et qui sont e´labore´s dans le chapitre 6, ont e´te´ utilise´s dans ce travail : le
premier est l’e´lasticite´ non-line´aire et l’autre est l’unilate´ralite´. La non-line´arite´ se traduit par des
situations dans lesquelles certaines zones dans la structure sont en subsonique, tandis que d’autres
peuvent eˆtre en supersonique. On a trouve´ dans le chapitre 3, pour un proble`me uniaxial ou` on
a uniquement un seul type d’ondes, des re´gimes complexes avec des ondes de choc a` cause de ces
phe´nome`nes. Les calculs dans les cas 1D et 3D montrent que, en tenant compte de la non-line´arite´
des structures, la surcharge dynamique devient beaucoup plus importante que celle correspondant
au calcul line´aire.
On a aborde´ des me´thodes de re´solution nume´rique du proble`me des structures soumises a` des
charges mobiles. En utilisant une approche semi-analytique, le programme MVLOAD a e´te´ e´crit
en langage C++ pour re´soudre en re´gime permanent un proble`me d’un demi espace visco-e´lastique
multicouche soumis a` une charge mobile applique´e a` la surface libre. Ce programme permet de
de´terminer les de´placements, les acce´le´rations et aussi les contraintes dans chaque couche, quelle
que soit la fre´quence et la vitesse de la charge.
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Les proble`mes non-line´aires sont traite´s en utilisant la me´thode des e´le´ments finis, soit dans
le repe`re fixe (a), soit dans le repe`re mobile (b). On a vu que le couˆt des calculs stationnaires
dans le repe`re mobile est plus faible que les calculs transitoires dans le repe`re fixe. Deux approches
diffe´rentes pour le calcul dans le repe`re mobile sont utilise´es. La premie`re (b1) transforme directe-
ment les e´quations dans le repe`re mobile par un changement de variable. Elle est plus simple pour
la mise en oeuvre nume´rique mais n’est valable que dans les cas subsoniques. La deuxie`me (b2)
re´alise un changement de variable a` partir des e´quations discre´tise´es. Elle permet de re´soudre le
proble`me avec toutes les vitesses mais a e´te´ valide´e uniquement pour les mode`les 1D. On pre´sente
dans le tableau ci-dessous les proble`mes et les approches correspondantes possibles, ainsi que celles
utilise´es dans ce me´moire.
re´gime mode`le utilise´
me´thode subsonique supersonique transonique dans la the`se
(a) x x x 1D
(b1) x o o 3D
(b2) x x o 1D
’x’ = valable, ’o’ = non valable.
Par ailleurs, dans le calcul des mode`les 1D de poutres, on a introduit une condition aux limites
absorbante qui peut amortir les ondes en utilisant une couche dont l’amortissement croˆıt en fonction
de la distance au point conside´re´ et a` la source.
Perspectives
Le mode`le semi-analytique est tre`s utile pour des e´tudes pre´liminaires graˆce a` sa rapidite´ en
temps de calcul meˆme pour une structure 3D. Pour l’application aux voies ferre´es, une e´tude plus
pre´cise peut eˆtre de´veloppe´e en ajoutant dans le proble`me pre´sente´ dans le chapitre 2 une poutre
d’Euler-Bernouilli (ou de Timoshenko). Les appuis pe´riodiques (les blochets) peuvent e´ventuellement
eˆtre introduits afin d’avoir un mode`le line´aire complet. Autrement, cette me´thode peut eˆtre aussi
utilise´e pour des mode`les viscoe´lastiques de routes. Un travail possible par la suite est d’introduire
la loi de Huet-Sayleigh pour de´crire le comportement visco-e´lastique des enrobe´s et de l’inte´grer
dans le logiciel ALIZE.
Le proble`me non-line´aire doit eˆtre e´tudie´ plus en de´tail pour les massifs. A partir des re´sultats
obtenus dans cette the`se, on peut de´velopper un mode`le nume´rique sur CESAR incluant les com-
portements non-line´aires pour le ballast, les semelles et les sols, dans un premier temps dans le
cas bidimensionnel. Le premier mode`le est donc un rail pose´ sur des semelles visco-e´lastiques non-
line´aires elles-meˆmes reposant sur des traverses continues. Le tout est pose´ sur du ballast et sur un
sol multicouche. Ensuite, les traverses continues peuvent eˆtre remplace´es par des appuis discrets
pour connaitre l’influence des effets des appuis pe´riodiques dans le cas d’une charge mobile. Ces
mode`les permettent aussi de savoir s’il est possible de remplacer le comportement multicouche bi-
dimensionnel du sol par un comportement unidimensionnel e´quivalent. Dans le cas d’une re´ponse
positive, on fournira un moyen de de´terminer les parame`tres 1D e´quivalents aux comportement
2D. Les meˆmes proble´matiques peuvent eˆtre e´tudie´es pour le mode`le tridimensionnel.
En paralle`le, on peut effectuer des mesures sur le banc d’essais d’abord pour obtenir la de´flexion
sous chargement statique qui sera compare´e aux re´sultats des mode`les 1D et 2D. En dynamique,
on peut faire des mesures de fonctions de transfert entre un signal d’excitation et le signal mesure´
par des acce´le´rome`tres en diffe´rents points de la structure. Enfin on peut solliciter la structure
avec le signal M applique´ habituellement pour les essais de fatigue et on peut mesurer de nouveau
l’acce´le´ration en diffe´rents points de la structure. Des calculs de structures avec les diffe´rents
mode`les pour ces trois types d’excitations peuvent eˆtre compare´s avec les re´sultats de mesures.
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On a e´tudie´ ici l’influence des non-line´arite´s dans les lois de comportement en restant cependant
dans le domaine des petites de´formations. Il conviendrait dans une e´tude ulte´rieure de traiter le
cas des grandes de´formations.
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Annexes
Annexe A
Formule d’inte´gration adaptative de
Filon
La formule de Filon permet d’e´valuer nume´riquement l’inte´gration d’une fonction sinuso¨ıdale
f(x) cos(tx) dans un domaine [x0, xn] [1]. En divisant [x0, xn] en 2n intervalles, la formule de Filon
s’e´crit : ∫ x2n
x0
f(x) cos(tx) dx = h{α(th)[f2n sin(tx2n)− f0 sin(tx0)]
+β(th)C2n + γ(th)C2n−1 +
2
45 th
4S′2n−1} −Rn (A.1)
avec :
h =
x2n − x0
2n
(A.2)
C2n =
n∑
i=0
f2i cos(tx2i)− 12 [f2n cos(tx2n) + f0 cos(tx0)]
C2n−1 =
n∑
i=1
f2i−1 cos(tx2i−1) (A.3)
S′2n−1 =
n∑
i=1
f
(3)
2i−1 sin(tx2i−1) (A.4)
α(θ) =
1
θ
+
sin(2θ)
2θ2
− 2 sin
2 θ
θ3
(A.5)
β(θ) = 2
[
1 + cos2 θ
θ2
− sin(2θ)
θ3
]
(A.6)
γ(θ) = 4
(
sin θ
θ3
− cos θ
θ2
)
, (A.7)
et l’erreur restante est :
Rn =
1
90nh
5f (4)(ξ) +O(th7). (A.8)
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Annexe B
Charge statique sur un demi-espace
e´lastique
On pre´sente ici quelques re´sultats analytiques du proble`me d’un demi-espace soumis aux charges
statiques a` sa surface libre (re´f. [56, chap. 3]).
B.1 Solution de Boussinesq
z
r
P
A
z
ρ
y
x
A′
Figure B.1.
La solution de Boussinesq donne les expressions explicites de la re´ponse d’un demi-espace
soumis a` une force statique P a` la surface libre (figure B.1). On note G le module de cisaillement
e´lastique. ρ et r sont respectivement les distances entre la position de force et les points A et A ′ :
ρ =
√
x2 + y2 + z2 (B.1)
r =
√
x2 + y2 (B.2)
Les de´placements et les contraintes a` un certain point A(x, y, z) dans le demi-espace sont donne´s
par :
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ux =
P
4piG
[
xz
ρ3
− (1− 2ν) x
ρ(ρ + z)
]
(B.3)
uy =
P
4piG
[
yz
ρ3
− (1− 2ν) x
ρ(ρ + z)
]
(B.4)
uz =
P
4piG
[
z2
ρ3
+
2(1 − ν)
ρ
]
(B.5)
σxx =
P
2pi
{
1− 2ν
r2
[(
1− z
ρ
)
x2 − y2
r2
+
zy2
ρ3
]
− 3zx
2
ρ5
}
(B.6)
σyy =
P
2pi
{
1− 2ν
r2
[(
1− z
ρ
)
y2 − x2
r2
+
zx2
ρ3
]
− 3zy
2
ρ5
}
(B.7)
σzz = −3P
2pi
z3
ρ5
(B.8)
σxy =
P
2pi
{
1− 2ν
r2
[(
1− z
ρ
)
xy
r2
− xyz
ρ3
]
− 3xyz
ρ5
}
(B.9)
σxz = −3P
2pi
xz2
ρ5
(B.10)
σyz = −3P
2pi
yz2
ρ5
(B.11)
B.2 Pression uniforme sur une re´gion circulaire
A partir de la solution de Boussinesq, on peut e´valuer la re´ponse d’un demi-espace e´lastique
soumis a` une pression applique´e sur une re´gion circulaire dans la surface libre. Si on applique une
pression uniforme p sur un cercle de rayon a, les de´placements d’un point sur la surface libre sont
donne´s par :
u¯z =
4(1− ν2)pa
piE
E(r/a) si r < a (B.12)
u¯z =
4(1− ν2)pa
piE
[E(a/r)− (1− a2/r2)K(a/r)] si r > a (B.13)
ou` on note K et E les inte´grales elliptiques comple`tes de premier et second type, respectivement.
Au centre du cercle, r = 0, E(0) = pi2 et a` cote´ du cercle r = a, E(1) = 1, donc :
(u¯z)0 =
2(1− ν2)pa
E
(B.14)
(u¯z)a =
4(1− ν2)pa
piE
(B.15)
Le de´placement moyen du cercle de charge est :
u¯ =
16(1 − ν2)pa
3piE
(B.16)
Annexe C
Matrices e´le´mentaires
Mea =


13 1 111h
35
11 1 111h
2
210
7 1 112h
20 0
9 1 111h
70 0
3 1 112h
20 0 0 0 0 0
11 1 111h
2
210
1
1
11h
3
105
1
1
12h
2
20 0
13 1 111h
2
420 − 1
1
11h
3
140
1
1
12h
2
30 0 0 0 0 0
7 1 121h
20
1
1
21h
2
20
1
1
22h
3
1
1
23h
3
3 1 121h
20 −
1
1
21h
2
30
1
1
22h
6
1
1
23h
6 0 0 0 0
0 0
1
1
32h
3
1
1
33h
3 0 0
1
1
32h
6
1
1
33h
6 0 0 0 0
9 1 111h
70
13 1 111h
2
420
3 1 112h
20 0
13 1 111h
35 −
11 1 111h
2
210
7 1 112h
20 0 0 0 0 0
−13 1 111h2420 −
1
1
11h
3
140 −
1
1
12h
2
30 0 −
11 1 111h
2
210
1
1
11h
3
105 −
1
1
12h
2
20 0 0 0 0 0
3 1 121h
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Re´sume´
Comportement dynamique de structures non-line´ares soumises a` des charges mobiles
Ce travail a pour but l’e´tude de la dynamique de structures non-line´aires soumises a` des passages de
ve´hicules. Le cas d’un demi-espace multi-couche visco-e´lastique soumis a` une charge mobile est premie`rement
re´solu par une me´thode semi-analytique. Il permet de comprendre les phe´nome`nes physiques et peut servir
a` valider des approches plus complexes e´labore´es dans la suite. Plusieurs e´tudes sur ce proble`me ont e´te´
re´alise´es mais il en existe encore peu qui tiennent compte de la non-line´arite´ des mate´riaux. Ces non-
line´arite´s, qui peuvent eˆtre tre`s forte dans certains mate´riaux (par exemple le ballast), causent des surcharges
dynamiques plus importantes. On conside`re ici deux types de non-line´arite´ : l’e´lasticite´ non-line´aire et
l’unilate´ralite´. La structure est e´tudie´e avec des mode`les tre`s simples en unidimensionnel ou plus complexes
en tridimensionnel. La me´thode des e´le´ments finis est choisie pour les calculs. Le cas 1D consiste en un
proble`me uniaxial d’une barre et un proble`me de flexion d’une poutre pose´e sur un syste`me de ressorts-
amortisseurs. Le cas 3D utilise un mode`le de mate´riau ballast qui est e´lastique (non-line´aire) en compression
et unilate´ral dans les directions principales. Comme on s’inte´resse au re´gime permanent, on e´crit les e´quations
des e´le´ments finis et on les re´sout dans le repe`re mobile en utilisant un changement de variable. Dans le cas
ou` la vitesse de la charge devient supersonique, la me´thode des e´le´ments finis dans le repe`re mobile n’est
plus valable et on doit utiliser une autre approche dans laquelle le changement de variable est re´alise´ a` partir
de l’e´quation discre´tise´e. On montre aussi pour le mode`le uniaxial, dans le cas ou` la vitesse de la charge
se situe entre la vitesse de l’onde de compression et la vitesse de l’onde de tension, qu’il peut exister des
ondes de chocs dans le re´gime permanent. Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s et sont compare´s avec ceux
des cas line´aires. Ils montrent les influences importantes de la non-line´arite´ sur la re´ponse dynamique des
structures.
Mots cle´s : charge mobile, comportement unilate´ral, dynamique nonline´aire, e´le´ments finis non-line´aires,
re´gime permanent.
Abstract
Dynamical behaviour of nonlinear structures under moving loads
The aim of this work is to study the nonlinear dynamic of structures under passages of vehicles. The
problem of a multi-layer viscoelastic halfspace under a moving load is firstly solved by a semi-analytical
method. It allows to understand the physical phenomena and may be used to valid the more complex
approaches established later. Many studies on this problem have been realised but still few of its take
into account the non-linearity of materials. These non-linearities, which may be very important in some
materials (e.g. the ballast), cause the more important dynamical overloadings. We consider here two kinds
of nonlinearity : the nonlinear elastic behaviour and the unilaterality. The structure is studied with simple
models in one dimension or more complex in three dimensions. The finite element method is chosen in
the analyses. The 1D case involves the problem of an uniaxial bar and the problem of a flexion beam
posed on viscoelastic strings system. The 3D case uses a ballast material model which is (nonlinear) elastic
in compression and is unilateral in principal directions. As we are interested in the stationnary solution,
we establish and resolve the finite element equations in the moving coordinates by using of a variable
transformation. When the load velocity becomes supersonic, the finite element method is no longer valid
and we have to use another approach in which the variable transformation is based on discretizated equations.
We show also for the uniaxial model, when the load velocity is between the pression wave velocity and the
tension ones, that the shock waves may appear in the stationnary state. The obtained results are presented
and compared with the linear analysis’s ones. These results show the important influences of the nonlinearity
on the dynamical response of structures.
Keywords : moving load, unilateral constitutive, nonlinear dynamic, nonlinear finite element, stationnary
state.
